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Для возмущенной (нелинейной и адиабатической нестационарной) си­
стемы (2) с двумя степенями свободы предлагается асимптотическое ре­
шение, равномерно * охватывающее переход системы (2) от близости то к 
одной из степеней свободы, то к другой и, кроме того, позволяющее про­
следить эволюцию почти замкнутых траекторий (2) в разомкнутые, где 
зачастую наблюдается соизмеримость возмущающих сил с главными.

* Равномерная асимптотика разнотипных решений (чтобы избежать их склей­
ки) разработана для линейных нестационарных уравнений (‘) и для некоторых не­
линейных систем (2,3).
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Методика данной статьи более общая и простая, чем (* * 3), где не охва­
тывается уход траекторий на апериодический режим тем более при соиз­
меримости возмущения с главной силой (тяготения).

Уравнения (2) описывают плоское движение материальной точки в 
центральном поле тяготения под действием малых, в общем, активных 
(дающих приток энергии) сил. Центр тяготения — полюс для полярных 
координат, г‘, ф точки, с ними и их скоростями г*,  ф связаны элементы 
конического сечения р*,  е, й — фокальный параметр, эксцентриситет, ис­
тинная аномалия соответственно:

r*=p/(l+ecos ,0'), d(l/r*)/d<p= —esinO/p, г* 2ф=Уцр‘, (1)

где звездочкой сверху обозначены размерные величины, точкой вверху 
дифференцирование по времени (здесь размерному Г).

В (1), (3) ц=/Л/, / — гравитационная постоянная, М — масса притя­
гивающего центра.

Заменим г", <р, г’, ф переменными р‘, ф, £=ecosO, r)=esinf>, в которых 
движение точки разложится как сложное на относительное т] и пере­
носное р*,  ф. За независимую переменную возьмем ф и выпишем безраз­
мерные уравнения плоского возмущенного движения точки в центральном 
поле тяготения , , ]

йт/йф=еР1, dp/d(f=e.P2, с/£/йф=—'r]+2eaqp2, йт]/йф=£+еа1Г2, (2)

где е>0 — малый параметр, r=st — медленное время,

Pl=rll/yi+^, Рг=2а,,г\ r=p/(l+g), а1=аг+афт]/(1+^)

и t, г, р, Edy, еаг — безразмерные время, радиус-вектор, фокальный пара­
метр, трансверсальная и радиальная компоненты возмущающего ускоре­
ния, непрерывно (или гладко) зависящего от т, р, £, т].

Размерные величины Г, р’, г", ей’ вычисляются по формулам

t*=tpo  /Ур,, г’=гр0’, р*=рро ’, еа’=8ац/р0’2. (3)
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Почти изолированные движения степеней свободы (2) изучены в (4_6). 
Изолированное переносное движение выделяется из (2) при условии от­
носительного равновесия степени свободы р

й^/йср=йр/йф=О. (4)

Движение (2) будет близким к изолированному переносному, пока 
афг2, агг2~1 и если d^/йф, dx\/dq, g, р, (е)~в, тогда траекторией будет 
плавная бесколебательная спираль г=р(ф), почти круговая за каждый 
оборот.

В ряде случаев на траектории переносного движения достигается зна­
чение е=1 (размыкание траектории). Например (4,7), когда точка удаля­
ется от центра тяготения под действием неубывающего возмущающего 
ускорения, тогда главное (гравитационное) ускорение, убывая вдоль тра­
ектории, станет к моменту достижения е=1 соизмеримым с возмущающим 
и система (2) потеряет малый параметр.

Точное частное решение (2), близкое при g, ц~е к траектории изоли­
рованного переносного движения, назовем истинной траекторией перенос­
ного движения, которая также спиральна *.  Но именно такая спираль 
будет линией центров колебаний (до апериодического режима) перемен­
ных ц, что обеспечит периодичность правых частей уравнений (9), ис­
следуемых методом осреднения (8).

* Алгоритмы уточнения начальных условий (при е»~е) спирали и построения 
ряда спиралей даны в (3,7).

Введем в (2) отсчет £, ц от |(т), ц(т) — элементов спирали

В1=£—|(т), 1Ъ=Т]—ц(т). (5)
Правые части, отсчитанные от соответствующих значений на спирали, 
для двух последних уравнений (2) обозначим через

7?1=2(пфг2—ЯфГ2), 7?2=aiF2—щг2. (6)

Пользуясь (5), (6) и определением спирали как частного решения (2), 
придадим последним двум уравнениям (2) вид квазигамильтоновой и ква­
зилинейной системы (пока Rt, Rz~i)

d%i/d(p=—rji+eZ?!, йтц/йф^^ейг (7)

и ляпуновской, поскольку /?1=Т?2=0 при |1=тц=О (на спирали), поэтому 
решение (7), колебательное около нуля и почти гармоническое, предста­
вим как

^!=ecos(}, pi=esin(>, й=ф—®; (8)

здесь ё. 6) — пока неизвестные функции <р (и в общем т), удовлетворяю­
щие, в силу (7), уравнениям

d In ё2/йф=еП,, <7ю/йф=еП2, IIie2=/?1g1+7?2ri1,
П^^тр-Я^. (9)

Ввиду (6) — (8) функции Пь П2 определены и ограничены как вдали 
от спирали, так и при ё2->-0, т. е. при приближении к спирали. Значит, 
й монотонна по ф, и по всей области ограниченности (вплоть до спирали и 
апериодического режима) функции П1? П2 периодичны по й, а уравнения 
(9) содержат малый параметр и осредняемы по й с результатом (10) с на­
чальными условиями, совпадающими с (9),

dinё2/йф=еП1°, йб)/йф=еП20, П°= (1/2л) 'пй. (10)
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Согласно (9_1‘), в области ограниченности и достаточной гладкости П1т 
П2 разность решений (9), (10) —погрешность осреднения — остается ~в 
до ф~1/е, причем малая абсолютная погрешность р~е в функции 1пё2 
вносит в ё малую относительную погрешность Аё/ё=Р1~е. Последнего и 
малости абсолютной погрешности р2~е в функции ffi достаточно, чтобы 
при 'гр-’-О (стремление к спирали) погрешность осреднения в щ 
убывала пропорционально ё — расстоянию до спирали. Тем самым осред­
нение относительного движения в переменных ё, и, отсчитанных от спи­
рали, дает равномерное вплоть до спирали асимптотическое представление 
ё, и и gi, тр.

Для осреднения первых двух уравнений (2) введем в их правых час­
тях отсчет g, т] от значений на спирали и подставим выражения (8), обес­
печивающие периодичность правых частей по 5.

Таким образом, если взять частное спиральное решение (2) за линию 
центров колебаний g, ц и перейти к g1? тр, то равномерность асимптоти­
ческого представления (2) при взаимовлиянии степеней свободы достига­
ется осреднением по периоду относительно движения gi, тр.

Выпишем следствия двух последних уравнений (2), переходя в их ле­
вых частях от g, ц к е2, <в=<р—й

йе2/йф=2ег2(2аф^+л!17]), йюЛ/ф=е(г2/е2) (2афт]—«pg). (11)

Переходя в правых частях (11) от g, ц к gt, тр, далее к ё, й, обеспечим 
периодичность по -5 этих правых частей вплоть до спирали и применимость 
осреднения к (11) в более широкой области, нежели при переходе в пра­
вых частях (11) от g, т) к е, й, когда периодичность по й будет лишь вдали 
от спирали.

Для выявления тенденций размыкания траекторий (2), особенно при 
соизмеримости возмущения с силой тяготения, более удобна по сравнению 
с ф независимая переменная t или*  z=p/e.. Так, правые части уравнений 
для т, ф, ё, й по z будут убывающими функциями р, удовлетворяющими 
условиям Липшица до апериодического режима. К этим уравнениям при­
менима теорема (“), оценивающая погрешность осреднения с переменным 
периодом вплоть до апериодического режима.

* Эволюция почти замкнутых траекторий (2) в разомкнутые происходит в слу­
чаях, когда в среднем знакопостоянна еаФ — трансверсальная компонента возмущения, 
чему соответствует монотонность р (2).
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Аналогичные (“) осредненные (по переменному периоду) уравнения, 
сохраняющие точность до апериодического режима, для (2), (9) удобно 
представить в эквивалентной форме — форме отношений осредпенных по й 
уравнений

di;/dp=P°/P2, d(f/dp=l/eP2°, din ё7йр=П4°ЛР2°, й®/йр=П27РД (12)

Аналогично (9_и) для области взаимовлияния степеней свободы (2) с 
тенденцией на апериодичность легко доказать теорему о равномерности 
представления решения (2) решением (12). Поэтому разлагая правые ча­
сти (12) в ряды по степеням ё и удерживая лишь первые члены, получим 
простые соотношения, охватывающие основные особенности (2).

Для примера а9—1, щ=0 известно (3, 4, 7), что эксцентриситет спирали 
возрастает монотонно и значение е=1 достигается при соизмеримости воз­
мущающего ускорения с гравитационным; на близких к замкнутым вне- 
спиральных траекториях с?ё2/<Ар<0, т. е. эти траектории стремятся к спи­
рали. При этом эксцентриситет внеспиральных траекторий сначала убы­
вает1 (но не до нуля), затем, возрастая, стремится к соответствующему 
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значению на спирали. Перечисленные особенности отражает упрощенное 
уравнение, достаточно точно согласующееся с (2):

de‘/d In р=Д2+ё2(6т]—Зр2—72), (13)

полученное как отношение осредненных по & уравнений первого (11) ко 
второму (2) с разложением интегралов правой части по степеням ё и в 
пренебрежении
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