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1. В настоящей статье изучаются образования, аналогичные многооб­
разиям, которые мы называем супермногообразиями (термин 
инспирирован физической литературой). Ту роль, которую в теории обыч­
ных многообразий играет коммутативная алгебра функций на многообра­
зии, на супермногообразии берет на себя алгебра, являющаяся тензорным 
произведением коммутативной и внешней. Возможность построения содер­
жательного аналога анализа, для которого элементы подобной алгебры иг­
рают роль функций, интуитивно ощущалась с момента определения инте­
грала по антикоммутирующим переменным и изучения его простейших 
свойств (‘); в дальнейшем она подтвердилась рядом работ (2_6). Дополни­
тельным стимулом изучения рассматриваемого обобщения анализа служит 
роль групп суперсимметрий в квантовой теории поля (2 3 4 * * 7).

2. Пусть Uc=Rp — открытое множество. С (U) — алгебра бесконечно 
дифференцируемых функций на U со значениями в поле к вещественных 
или комплексных чисел. Обозначим через .4 (U) алгебру, изоморфную 
O(U), через h: А (£7) -+(У (U) — изоморфизм. Пусть (U) — координаты 
в U, yi=h^1 (х,) ^А (U)элементы р, являются топологическими образую­
щими в 4 (£7). Пусть ф (ж) =ф(ж,,..., x-i=C(£7). Определим ср(г/) = 
=ф(г/1,..., ур) согласно формуле <р(г/) =й_:< <ф,)е4(£7). В силу этого оп­
ределения, элементы A(U) оказываются бесконечно дифференцируемыми 
функциями от образующих у{. Пусть Т — коммутативная алгебра. Обозна­
чим через Aj-’tBJ внешнюю алгебру над Г с «д образующими Si,.... S;.

2) существует гомоморфизм hv: Slp, ,(£')^-А^(Г) [£], обладающий тем 
свойством, что hu^yt) =<ж,, hu^i) =g,-;

3) если U—V, то существует сохраняющий градуировку эпиморфизм 
рги: Sip, t(U) -*§1р, ДУ), причем если /еЯр,д(Е7), то (/1ь-(/))(ж. S) = 
= (7iv(pvu/)) (ж, S) при xsV;

4) совокупность {Sip, q(U}, pvu} алгебр и отображений образует пучен,
обозначим этот пучок через (TMq. Очевидно, что пучок ОJf° изоморфен пучнт
гладких функций на М.

Определение 1. Окольцованное пространство (М, (У у-'} назыьеет:я 
супермногообразием (с.м.).

Положим q(U) =A^(tjtSl- Алгебра SK -‘U\ является, таким образом, 
алгеброй с р коммутирующими образующими у, и q антикоммутирующими 
образующими Si- Введем в Slp, q(U) Я2-градупровку g (четность), положив 
^(//■)=0i ^(^) =1. В дальнейшем всегда четные образующие будем обозна­
чать латинскими буквами, нечетные — греческими. Элементы Sl?. д(£7) по 
аналогии с функциями будем записывать в виде

/(глВ)=£/.... i'‘(z/?s.....slft. (1)

Пусть М — гладкое многообразие размерности р. Предположим, что:
1) каждой координатной окрестности L~~M сопоставлена алгебра



Алгебра g(f7) =Г(С7, (У Mq} является алгеброй локальных сечений 
пучка Она является аналогом алгебры гладких функций, определен­
ных в координатной окрестности обычного многообразия. Алгебра глобаль­
ных сечений Г (М, Ол/) является аналогом алгебры всех гладких функций 
на обычном многообразии.

Пусть М'с^М — подмногообразие размерности р'^р.
Координатную окрестность U^-M назовем достаточно мелкой, если либо 

и'=иГ\М' является координатной окрестностью в М', либо U'=P.
Определение 2. С.м. (М', (3 м’*') называется подсупер много­

образием (п.с.м.) супер многообразия (М, б?9), если для каждой 
достаточно мелкой координатной окрестности существует эпимор­
физм

tut
причем Apvrr=p'v’U'tu, где V<=U, V'=V(W', pvu, p'vv' отображения ограни­
чения пучков б?м9 и (Ум-"' соответственно.

Определение 3. М о р ф и з м а м и супермногообразий называются 
морфизмы окольцованных пространств (М, б?9).

Определение 4. Произведением супермногообразий (М„ 
(УигяУ, 2, называется супермногообразие (УMq'®(3
{(УУ®(УмУг определяется с использованием градуированного произведения 
градуированных алгебр).

Пусть VJ, U2<=M — координатные окрестности, причем Ul2= иу\и2^Ф. 
Выберем в алгебрах 51Р, ?(ЕД) и S(p> 9(О2) образующие ж„ и гц, тр соответ­
ственно; их образы в 3lPi ,(О12) при гомоморфизмах вложения р"‘2 и р„12 

обозначим прежними буквами. Ввиду того, что рь-,Х>,в(СЛ) =pv^p,q{U2) = 

,=ЯР д (Ui2), как элементы ад, так и у(, гр служат образующими в

Vlp.qtUiz)- Следовательно, одни из них выражаются через другие:

У, У, //'. ‘“Ш,- T)<2S

У, У, ф?... ^Чу)пл---1Ъ2Л+1- (2)

Соотношения (2) являются аналогом координатного преобразования в 
обычной теории многообразий.

3. Пусть (ж, 5), (у, г|) — две системы образующих в йр, q(U), связанные 
соотношением (2).

Определение 5. Величина р(х, |)е5(р ,q(U), зависящая от выбора 
системы образующих, называется локальной плотностью над U,
если

где
р(ж, 5)=р(у, 1]) det (Л --BD~lC) detZ) *, (3)

(ад d/dx\h — правая производная). Совокупность локальных плотностей над 
U обозначим через ©р, q(U). Очевидно, что ®р, g(Z7) является модулем над 
^P:g(U'). К плотностям применимы отображения ограничения ргп, по­
рождающие пучок б?5. Совокупность плотностей вместе с отображениями 
р/7 образует пучок, который мы обозначим через 3)мч. Элементы ©Pi q(U) 
служат его локальными сечениями; его глобальные сечения будем называть 
глобальными плотностями.



Пусть (z/, £)—образующие в 31р, g(Z7), Xi=h{yt) — координаты в Г. 
Р(г/, з(П), |л(ж, g) = (Др) (ж, В)еЛ0[|]. Положим

(4'

Интеграл по dx в правой части (4) понимается в обычном смысле, по dg — 
в смысле работы (*). Для глобальной плотности определим интеграл по 
dy d~, с помощью разбиения единицы и последующего сведения к локаль­
ной плотности.

Теорема 1. Интеграл (4) не зависит от выбора системы образую­
щих в ty.v,q(U). Интеграл от глобальной плотности не зависит от выбора 
разбиения единицы.

4. Пусть ф,}<=?1р, g(Rp) — конечная совокупность элементов, при­
чем g(/i)=0, g(cpi) =1. Множество 2 порождает в Slp. g(R9) двусторонний 
идеал 7(2). Пусть z/, —четные образующие в ?lP, g(Rp), — коорди­
наты в Rp. Обозначим через 7I7Z множество решений системы уравнений 
А(з, 0) =0. Рассмотрим матрицы частных производных А(х, £) = \\dfi/dxj\\, 
D(x, §) =||<5срт/5Ы-—Систему 2 назовем невырожденной, если М^ф и 
ранги матриц А (х, 0) и D (х, 0) не зависят от х при x^Mz. Отметим, что в 
этом случае Л72 является многообразием размерности р—а, где а= 
=rank Л (х, 0).

Теорема 2. Если система 2 невырождена, то фактор-алгебра 
9lP, q(Rp)/Z(S) изоморфна алгебре глобальных сечений на некотором см. 
(Л/4, (7S&), причем ^>=q—ql, g1=rankD(a;, 0). Алгебра, растущая над точ­
кой х=!\Е. является локализацией 3lp, g(Rp)/7(I) по простому идеалу, по­
рожденному точкой х^М^.

О с.м. (ML, естественно говорить, что оно выделяется уравнениями 
fi(x, £)=0, фДж, £)=0. По-видимому, всякое с.м. может быть получено та­
ким образом.

5. Определение 6. Супергруппой Пи называется групповой 
объект в категории супермногообразий.

Теорема 3. Если с.м. (M,(3q) является супергруппой Ли, то М яв­
ляется группой Ли,

Положим для краткости 91=Г(Л7, О’9).
Теорема 4. С.м. (М,(УЯ) тогда и только тогда является супергруппой 

Ли. когда существуют отображения
ф: ц: к-+%, е:%^к. 0: Я-Я. ei]=7.

причем т] является мономорфизмом, е. — эпиморфизмом и о — изоморфиз­
мом и следующие диаграммы коммутативны-.

а. ® а. а а з а - а з а
*7

\ *
а. я ® а ® а. 1 а. ® а ? | а /5)

/
1

с 7 ~
а- ® а а а —-о-----л

здесь d — умножение в 31, 7 — тождественное отображение.
Супералгеброй Ли будем называть 7--гралупрованную алгебру Ли в 

смысле работ (8, ‘).
Пусть (G, (79) — супергруппа Ли, 310 — стебель пучка б?- в единице G. 

31, является алгеброй формальных степенных рядов от р коммутирующих 
и q антикоммутирующих образующих. Отображения ф, е, т], d, о, участвую­
щие в формулировке теоремы 4, естественным образом продолжаются по 
соответствующих отображений 510. Сохраним за этими отображениями 
прежние обозначения.



Теорема 5. Алгебра §10 совместно с отображениями ср, е, d, ц, о об­
разует формальную супергруппу Ли в смысле работы (4).

В (*) построен алгоритм, связывающий формальные супергруппы Ли 
и супералгебры Ли.

Таким образом, теорема 5 позволяет сопоставить каждой супергруппе 
Ли (G, С?’) супералгебру Ли S; супералгебру Ли ® мы будем называть 
супералгеброй Ли группы (G, (7®).

Теорема 6. Пусть ® — супералгебра Ли. Существует семейство 
(Gn, (79) супергрупп Ли, имеющих ® своей супералгеброй, причем-. 1) груп­
пы Gn локально изоморфны между собой, 2) супергруппа (Gn, (У9) одно­
значно определяется группой Gn.

Пусть (М, (У м9) — произвольное с.м.
Определение 7. Линейный оператор L в Г(М, (Ум9) называется 

левым обобщенным дифференцированием степени g(L), 
если для однородных а, Ь<^Г(М, (Ум9)

L(ab)=L(a)b+(-l)gmeia4aL(b).

Аналогично определяется правое обобщенное дифференциро­
вание:

L(ab) =L(a)&(-l)«<L)«(6)+aL(b).

Как левые, так и правые обобщенные дифференцирования образуют 
супералгебру Ли относительно операции

[Ц, (6)

Если с.м. является супергруппой, введем дополнительные определения. 
Определение 8. Обобщенное дифференцирование L (правое или 

левое, безразлично) называется право- или лево инвариантным, 
если соответственно ty(Lf) 1 (ф/) или ф(£/) =/®Ь(ф/), где ф — отобра­
жение, участвующее в формулировке теоремы 4,

Теорема 7. Левые правоинвариантные и правые левоинвариантные 
обобщенные дифференцирования на супергруппе (G, (У9) образуют супер­
алгебры Ли относительно операции (6). Эти супералгебры изоморфны 
между собой и изоморфны супералгебре Ли супергруппы (G, (У9).
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