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В эвклидовом пространстве Еп размерности п множество точек 
А = {х0, xit х2,... ,xt}, расстояние между каждыми двумя из которых оди­
наково, определяет «-мерный правильный симплекс T=conv Л (’). В этом 
случае максимальное значение I равно п. Естественным образом возни­
кают вопросы: 1) что представляет собой сопуЛ в произвольном нормиро­
ванном пространстве, где Л = {ж0, ж,,..., ж,} — множество с аналогичным 
свойством, и 2) насколько большим может быть число t"! В этой заметке 
даются ответы на поставленные вопросы.

Пусть — действительное нормированное пространство размерности 
п и ^/ — семейство всех таких множеств A = {z0, xt,.... xt}<=$r., что 
[|ж,—aj[| = l при i=Aj. Обозначим через card Л мощность множества А и по­
ложим

=max card Л. (1)
Л<1<Я

Теорема 1. Для любого нормированного пространства справедливо 
неравенство

1(5?„)=С2",

причем равенство t(5?„)=2n достигается тогда и только тогда, когда еди­
ничный шар пространства Яп представляет собой параллелепипед.

Доказательству теоремы 1 предпошлем некоторые вспомогательные 
рассмотрения.

Пусть К — выпуклый компакт пространства Д и а м е т р о м множе­
ства К называется число

diamX= шах ||ж—у\\.
х, уеК

Лемма 1. Существуют такие экстремальные точки а. Ьс:К. что

diam К=\\а—Ь||. ,

Лемма 2. Пусть х,, хл^К — такие две точки, для которых diam К= 
= ||ж,-:гг||.

Тогда в Я, существуют две опорные гиперплоскости множества К, 
проходящие соответственно через точки х,, xz и параллельные между собой.

Эти леммы доказываются так же, как в работе (') при доказательстве 
теоремы 1 для случая и=2.

Доказательство теоремы 1. Пусть Ле.;./ — множество, для 
которого card Л =t(l%„). Из ограниченности множества Л непосредственно 
следует, что сагйЛ<<». Следовательно, выпуклая оболочка M=convA 
множества Л представляет собой выпуклый многогранник пространства 
Я,,- Для удобства будем полагать, что М содержит внутренние точки, так 
как в противном случае мы можем ограничиться его несущей плоскостью. 
Обозначим через V множество вершин многогранника М и покажем, что 
У=Л. Ясно (’), что 1'<=А. Установим обратное включение Л с: У.
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Предположим, напротив, что существует точка т.е. точка
х^А, не являющейся вершиной многогранника М. Рассмотрим грань (*) 
Fx точки х в М. Тогда х является внутренней точкой множества Fx отно­
сительно aff F,. Пусть у — какая-либо экстремальная точка множества Fx. 
Тогда (*) у — экстремальная точка также и множества М, т. е. у~А, откуда 
имеем ||х—z/||=l. С другой стороны, очевидно, ||ж—p||<diamE^diamМ. 
Но в силу леммы 1 и включения V<=A немедленно получаем diamJf=l, 
что приводит к противоречию. Итак, V—A.

Пусть теперь а и Ъ — две различные вершины многогранника 71/. Так 
как ||а— 6||=diam М, то, в силу леммы 2, существуют две опорные гипер­
плоскости к М, проходящие соответственно через а, b и параллельные 
между собой. Отсюда, на основе работы (2), заключаем, что число вершин 
многогранника М пе превосходит 2", т. е.

t($?„) =card n=card V^2".

Наконец, покажем, что равенство t(5?n)=2n имеет место тогда и толь­
ко тогда, когда единичный шар S пространства представляет собой 
параллелепипед. Если S — параллелепипед и А — множество всех его вер­
шин, то, очевидно, Ле.й/ и cardH=2n, т. е. t(5?n)>2". Откуда с учетом 
установленного неравенства t(5?„)=^2" получаем

t(5?„) =2”.
Обратно, пусть t(5?n)=2n. В силу (2) множество M=conv4, где A^sF 

удовлетворяет равенству card А —2п, представляет собой параллелепипед. 
Будем считать, что центр параллелепипеда М находится в точке О. Рас­
смотрим шар 2' минимального радиуса с центром О, содержащий М. Из 
того, что М — центрально-симметричный многогранник, немедленно полу­
чаем, что радиус шара S' равен ‘/2, а это приводит нас к равенству S'=M, 
завершающему доказательство теоремы 1.

Этим получен ответ на второй вопрос, поставленный в начале заметки. 
Некоторый ответ можно дать и на первый вопрос. Для этого удобно ввести 
следующие понятия.

Определение 1. Пусть A^sF. Множество 7l/=conv4 назовем пра­
вильным симплексом Хадвигера пространства а число его 
вершин, которое мы обозначим через р(М), назовем весом симплекса М.

Заметим, что если А' — произвольное подмножество множества А, то 
A'^sF и Л/'=сопхМ' также является правильным симплексом Хадвигера 
пространства Яп.

Определение 2. Если A^.sF, а Л'сД, то симплекс Af'=convH' на­
зовем подсимплексом симплекса A/=convH. Пустое множество и М 
будем называть тривиальными подсимплексами симплекса М.

Определение 3. Пусть М — такой правильный симплекс Хадвигера 
пространства что р (ЛГ) —. Число р(М) — 1 назовем размер­
ностью Хадвигера пространства и обозначим через Him 5?„.

Таким образом, для любого правильного симплекса Хадвигера М про­
странства справделиво неравенство

p(M)<Him 5?п+1.

Проблема 1. Пусть М' — некоторый подсимплекс симплекса 
Af=conv A, L=aff М' — его несущая плоскость, — подпространство ли­
нейного пространства полученное из L параллельным переносом,
с единичным шаром Si,=Sri5?L. Верно ли неравенство

p(M')sSHim3?L+l?

Заметим, что для эвклидова пространства Еп это неравенство является 
очевидным.

Далее, пусть .К —выпуклый компакт пространства .5?„, Ъ{К) — наи­
меньшее натуральное число гомотетичных ему множеств с положительным 
коэффициентом гомотетии, меньшим единицы, при помощи которых можно 
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покрыть компакт К. Хадвигер (6) предположил, что Ъ(К) удовлетворяет 
неравенству

Ъ(К)^2п,

причем равенство Ъ(К) =2П характеризует параллелепипед.
Теорема 2. Для любого правильного симплекса Хадвигера МтХ 

имеет место равенство
Ь(М) = р(М).

Доказательство следует из доказательства теоремы 1 с примене­
нием результатов работы (5).

Проблема 2. Для любого ли нормированного пространства 
имеет место равенство

b(2)=Him

где X — единичный шар пространства
Определение 4. Пусть М — правильный симплекс Хадвигера нор­

мированного пространства Ж, а Л’ — некоторый аффинный образ его. Мно­
жество N назовем симплексом Хадвигера пространства 5?„.

Так как число Ъ(К) является аффинным инвариантом, то Ь(М)=р(М) 
для любого симплекса Хадвигера М.

Проблема 3. Пусть Т — такой многогранник линейного пространст­
ва R„ размерности п, что Ъ(Т} равно числу его вершин р(Т). Существует 
ли такая норма пространства R,,, что в этой норме Т является симплексом 
Хадвигера?
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