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В статье рассматривается краевая задача для эллиптических систем 
второго порядка, указанных в заголовке, с краевым условием (v — внут­
ренняя нормаль)
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Пример эллиптической системы двух уравнений второго порядка 
с двумя независимыми переменными, для которой однородная задача Ди­
рихле имеет бесконечно много линейно независимых решений, впервые 
был построен А. В. Бицадзе (’, 2). Топологической основой этого примера 
является тот факт, что множество эллиптических систем указанного вида 
состоит из трех компонент связности и система А. В. Бицадзе является 
как раз гомотопическим представителем одной из компонент, не содержа­
щей пары уравнений Лапласа. Ненётеровость задачи Дирихле, однако, не 
означает, что для системы А. В. Бицадзе вообще нет нётеровых краевых 
задач. Примером такой задачи (для полуплоскости) может служить зада­
ча с краевым условием (1).

В случае многих независимых переменных примеры типа А. В. Бицад­
зе строились различными авторами (библиографию можно пайтп, напри­
мер, в (J)). Множество эллиптических систем двух уравнений второго 
порядка с п>2 независимыми переменными связно (4). Для эллиптических 
систем такого вида как задача Дирихле (5), так и задача Неймана (6), 
являются нётеровыми и, как следствие, фредгольмовыми. Для пары урав- 
нопий Лапласа краевая задача (1) поставлена заведомо корректно. Кажет­
ся, по крайней мере на первый взгляд, что и для любой эллиптической 
системы из рассматриваемого множества задача (1) будет фредгольмовой, 
Ниже мы покажем (примером), что вообще говоря, это не так, и докажем 
фредгольмовость задачи (1) для более узкого класса ортогональных 
систем.

В полупространстве ж„>0, п>2, рассмотрим систему уравнений
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С тстема (2) эллиптична, так как ее характеристический определитель 
равен | § | ‘. Однородная задача (1) с краевым условием при ж„=0 для си-
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стемы (2) имеет бесконечно много линейно независимых решений
<9ср
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где ф (ж) — любая функция, гармоничная в верхнем полупространстве и 
вместе с производной по х„ достаточно быстро убывающая на бесконеч­
ности. Проверка предоставляется читателю. Заметим, что ранг матрицы 
Я. Б. Лспатинского (') для этой краевой задачи равен 1.

Задача (2), (1) нерегуляризуема и в любой конечной области. Чтобы 
добиться корректной постановки задачи (1), сузим класс эллиптических 
систем.

Пусть и-мерная область G, п>2, гомеоморфная шару, ограничена по­
верхностью Ляпунова S. Рассмотрим в G равномерно эллиптическую си­
стему двух уравнений с достаточно гладкими вещественными коэффи­
циентами (в матричной записи)

V6 и vh 0 и/Ш- + 5 Л3(ж)—— + Л(щ)м=0, (3)
j, J j=l

где матрицы Ajtt, j, k=i, 2,... ,n, имеют вид
bjk(,X \

С>,.(щ) /
(4)

Без ограничения общности можно 
матрица системы (3)

считать, что характеристическая

п

3, k=i

на поверхности S имеет вид

21(у, %у+т)=7л£+Вл+Г, z/eS

(Е — единичная матрица второго порядка, v и т — соответственно внутреп- 
няя нормаль и единичный касательный вектор к поверхности S в точке у).

Обозначим через 7ii и Т.2 корпи уравнения det 21 (у, 7.v+t) =0, лежащие 
в верхней Z-полуплоскости. Пусть компоненты и^х) и и2(х) вектора и(х) 
удовлетворяют па S краевому условию (1). Покажем, что для задачи (3), 
(1) (в классической подстановке) выполнено условие Я. Б. Лопатипского 
(7), которое в данном случае (8) означает обратимость матрицы

Ф (т) = J S (/.)21- 1 (у, %у+т) а, 23(7.) = ( J ,

(контур 7 охватывает корпи 7.и и только их).
С точностью до постоянного множителя

det Ф (т) = —----—---- щк- (7-X + SP С), (5)
л.,— Щг (Щ—Л7 (Л.2—Л2)

где Sp С обозначает след матрицы С. В работе (6) показано, что последний 
множитель в формуле (5) отличен от пуля, так что йегФ(т)=?ьО и в клас­
сических пространствах краевая задача (3), (1) нётерова.
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Множество эллиптических систем вида (3), (4.) связно (4). Поэтому 
множество краевых задач (3), (1) связно и имеет один и тот же индекс. 
Но для пары уравнений Лапласа оп равен нулю. Таким образом, краевая 
задача (3), (1) фредгольмова.
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