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Сферическая модель введена (Д Берлином и Кацем как грубое, но ана­
литически удобное приближение к многомерной модели Изинга. Она пред­
ставляет собой модель решетчатого ферромагнетика с общим парным 
взаимодействием и сферическим «законом сохранения»

<

где К — число частиц, сь — спин г-й частицы. Это соотношение заменяет из­
вестное условие Изинга о?=1, г=1, 2,..., N. В работе (*) вычислены тер­
модинамические функции в данной модели; там же изучался вопрос о на­
личии и характере фазовых переходов.

Наша цель — изучить предельное поведение гиббсовских распределений 
при N->-x. в первую очередь вблизи критической точки. Мы рассматриваем 
этот вопрос только для простейших периодических условий. В случае 
общих граничных условий задача существенно труднее и тесно связана 
с вопросом о влиянии граничных условий на старшие собственные значе­
ния теплицевых форм. Пусть Zv — -v-мерная целочисленная решетка, 
р<р:—рлЗ^О, pi, 2sZv, потенциал парного взаимодействия (который мы для 
простоты предполагаем финитным). Пусть, далее, 

р(р)=р(-р), J^p(p)=l.
р

Положим
PU) = Vp(p)exp{i(p, a:)}, (1)

другими словами, р (ж) — преобразование Фурье функции р (р), определен­
ное на торе 5'’.

Обозначим через TN х-мерный целочисленный тор, содержащий 
=7V1v=(2w+l)v точек. Состояниями из N частиц являются векторы на 
сфере

вя={0л (1); i=(h, h, • •., iv), — (oN, oN) =N.
Плотность гиббсовского распределения имеет вид

/'(ол-) = -^-ехр У, p(i-j)ojv(i)oJv(j) } = -~^-ехр{р£(с^)}, (2)

i.JsT.v

где малая статистическая сумма zN задается интегралом

Zx=Zw(P)= ехр йоту. (3)
(<rN,aAr)=.V

Для средних значений по гиббсовской мере (2) мы будем употреблять 
обозначение Мк.
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Один из основных результатов Берлина и Каца состоит в том, что фа­
зовый переход в системе происходит тогда и только тогда, когда

1 С 1 , . = 1 [
(2л)7 s„ [ р (0) — р (ж)] 2 (2л)7

1
[1 — р(л)]

dx<^ ос, (4)

где — критическая температура. Для финитных потенциалов фазовый 
переход имеет место лишь при v^3.

Теперь общую задачу можно сформулировать следующим образом: 
пусть на «торах» Z’JV=Z’(2Tn+1)v, т=1,2,задана последовательность 
функций /кЦ), i^TN; требуется найти предельное распределение величи­
ны Ф.у= (/Л-, <тЛ-) относительно гиббсовской меры (2) (вообще говоря, ве­
личина ФЛ- нормируется). Важный частный случай получается при 
при этом ФЛ совпадает с суммарным спином, изучение которого интересно 
с различных точек зрения (2_5).

Для решения задачи приходится исследовать асимптотику характери­
стической функции

Фл (л) =Mn exp (t/. (/w, oN)} 
при помощи различных вариантов метода перевала; при этом нужно по 
отдельности разобрать три существенно разных случая: 3<3С, Р>[30.
Введем функцию

1 с cos(i, x)dx 
--------- ----------------------- , (о) 
2 (2л)7 J [s(3)-3p(.r)]

sv

Ki)

где при £<Po «Ш — это корень уравнения

-- — f--- ----dx=i,2(2n)v J [s-^pU) ]
sv

и s(P) =p при
Теорема 1. Предположим, что существует

lim (К/к,/_у) = lim V R (i-j) fN (i) fN (j) =62.
,;V->oo N->oo ijeTy

Тогда
фл- (л) =MN exp {гХ (Д-. 0_v)} ->exp {—7.262/2}.

Другими словами, предельное гиббсовское поле прп 5<3: представляет 
собой стационарное гауссовское поле на Z с корреляционной функцией 
R(i—j). Отметим, что корреляции R (i—j экспоненциально убывают на 
бесконечности. Для суммарного спина гЛ=(1.ох| после стандартной нор­
мировки на УЛ7 получается при Л7-*00 соотношение

Фх(л)^ехр {—2Л'4[з(5) — 5]}.
т. е. предельное распределение нормально с дпсперсией б_ = 1 2[s(,5) — р]. 
При £3—»-р0 эта дисперсия неограниченно возрастает, а ее асимптотика суще­
ственно зависит от размерности v, и природы потенциала.

Случай P>f3o также сравнительно прост. Грубо говоря, предельное 
гиббсовское поле складывается в этом случае из гауссовского стационар­
ного поля с корреляционной функцией (5) и независимого от него по­
стоянного поля £(р)=£0, принимающего с вероятностями */2 значения 
±У1—р0/|3. Поле £ обеспечивает дальний порядок и спонтанную намагни­
ченность М=у1 — р0/р (*). Соответствующее точное утверждение таково.

Теорема 2. Пусть существуют пределы
a) iim-^-(/«, l)2=6i2>0;

N->oo 2V

б) Urn
Л’->св

У,К(1-з)/-у(1)Лу(]) 622>0.
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Тогда, при некоторых дополнительных технических предположениях,

lini срл-(л)=ехр {—Л2б272} cos (У1—po/pfij. 
iV-^co

Теперь уже функция R(i—j) имеет на бесконечности только степенную 
асимптотику:

B(i—j) =O(|i—j|2_v).

Перейдем к изучению критической точки. Снова рассмотрим суммар­
ный спин |Л-.

Теорема 3. Если то для
а) при v^5

X
Pn -»-с1 J exp {—c2t1} dt=G (x);

— oo
б) при v=4

X
In N/ET“<x}-+c3 J exp{—c4C}di=G(a:);

— OO
в) при v=3

P[^^<x}^D(x),

где D(x) — вероятностный закон с характеристической функцией

ч” w -'= н {- 4 £ [1п (*+1+4р.'р>') ~
— оо peZs

- iS 1 - —— I ds
l+(Bp,p) J 4p0(l+is) J

(здесь Ci — константы, а В — матрица ковариаций потенциала р.)
Отметим, что предельные законы G(x) и П(х) можно рассматривать 

как смеси комплексных гауссовых мер с комплексными весами.
Гиббсовские поля в критической точке ^=фо допускают следующее 

простое описание.
Теорема 4. При v>4 гиббсовское поле gx(i), ieTN, разлагается на 

две независимые компоненты:

Sn(^) —Sn/c.v+'fs (i),

где Sn—N'1' при v>5 и еЛ-=7У'Л In TV при v=4; величина t,N асимптоти­
чески распределена по закону G(x), а распределение "(N (i) слабо сходится 
при к гауссовскому стационарному полю на 7? с корреляционной
функцией (5).

При v=3 ситуация более сложна. Как и выше, удается доказать, что 
конечномерные распределения гиббсовского поля gw(i), ieTN, сходятся 
к гауссовским распределениям с корреляциями (5). Предельную нор­
мальность удается установить и для всех функционалов (/д, Од), доста­
точно хорошо аппроксимируемых конечномерными. Однако существует 
обширный класс функционалов (/д, oN), для которых предельное распре­
деление не является нормальным. Пусть F(x), x^S3,— непрерывная функ­
ция на трехмерном торе. Положим /N(i) =/’(2ni/A'\), i^TN. Соответствую­
щий функционал (/N, Од) мы назовем функционалом класса FS3.
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Теорема 5. Если функционал (JN,<JN) принадлежит классу FS3, то 
при N-^oo

Ov) /№/з<х} ->Р И P(i/)i](i/)di/<A ,
''gs J

где т] (г/) — некоторый (негауссовский) процесс на S3.
Грубо говоря, при v=3 гиббсовское поле g'v(i), ieTN, представляется 

в виде
g V (i) = Л (2 л I/Nt) /N"'+у Л- (i),

где р (х), введенное выше поле, a yN(i) — асимптотически гауссова
компонента с корреляционной функцией (5), независимая от тр
Московский государственный университет Поступило
им. М. В. Ломоносова 5 III 1975
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