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Хорошо известно, что замкнутая геодезическая линия в ориентируемом 
римановом пространстве четной размерности, положительной кривизны не 
дает минимума длины. Аналогичное свойство доказано для замкнутых ми­
нимальных гиперповерхностей в римановом пространстве положительной 
кривизны, а также для замкнутых минимальных подмногообразий сферы 
5" (см. (*)). В недавней работе (2) было высказано предположение о том, 
что замкнутое минимальное подмногообразие, расположенное в полном од­
носвязном римановом пространстве, неустойчиво, т. е. не дает минимума 
площади, если секционная кривизна пространства заключена в интервале 
(.‘Л, 1]. Это предположение возникло, по-видимому, в связи с теоремой о 
сфере (см. (3~5)). Заметим, что исследование на устойчивость минималь­
ных подмногообразий интересно и тем, что может дать некоторую инфор­
мацию о гомотопических группах пространства.

В этой работе мы не требуем односвязности и полноты пространства, 
что может оказаться удобным в приложениях. Нами установлена сле­
дующая

Теорема 1. Пусть F2 — минимальная поверхность, гомеоморфная 
сфере и расположенная в 4-мерном ориентируемом пространстве TF. Пусть 
секционная кривизна пространства Ка для любой площадки о в точках F2 
удовлетворяет неравенствам

Тогда F2 — неустойчивая поверхность.
Если же на F-~R_ существует регулярное нормальное единичное век­

торное поле и кривизна ТЕ лежит в интервале [*/4, 1], то поверхность F2 
неустойчива.

В то же время в комплексном проективном пространстве Р2(С) с мет­
рикой Фубини, кривизна которого, как известно, лежит в интервале [74,1], 
существует вполне геодезическая сфера, дающая минимум площади среди 
близких. На такой поверхности нет регулярного поля единичных норма­
лей. Для поверхностей в и-мерпом римановом пространстве установлена 
следующая

Теорема 2. Пусть F2 — минимальная поверхность, гомеоморфная 
сфере и расположенная в п-мерном ориентируемом римановом пространст­
ве Rn. Пусть кривизна TF в точках F2 лежит в интервале (!Д, 1]. Пусть 
на F2 нормальный пучок тривиален.

Тогда F2 — неустойчивая минимальная поверхность.
Если тензор конформной кривизны пространства в точках F2 равен 

нулю, то в теоремах 1 и 2 условие принадлежности кривизны пространства 
интервалу (1/4, 1] можно заменить на условие положительности кри­
визны.

Доказательство теорем проводится исследованием второй вариа­
ции KS площади поверхности. Устанавливается существование таких ва­
риаций, при которых б25<0. Наметим доказательство теоремы 2. На Р 
можно ввести изотермические координаты щ, и2 с особенность?? ? ~
точке, в которых линейный элемент F2 имеет вид .\(du.2—d:;y . zyzr*-* 



при z==n1+iu2—>о° функция Л убывает к нулю, как 1/1 z |4. Пусть ук= 
—yk(ui, и2) — локальные уравнения F~cRn, Пусть Тх и Nx — касательное и 
нормальное пространства для x^F2.

По условию тривиальности нормального пучка в каждой точке x^-F2 
существует ортонормированный базис nt, ..., пп-г в Nx, причем компонен­
ты nf являются регулярными функциями от х. Мы найдем два варьирую­
щих поля из Л;, Г,=е £ , 7=1, 2, где е — некоторая функция на F2, и £2 — 
единичные ортогональные векторы. Дополним их векторами |з,..., ёп-2 до 
ортогонального базиса в Nx. С помощью коэффициентов кручения р,тр1о 
(см. (6), стр. 194) этого базиса запишем

6;S(B,) = J | I grad е 12+е2 у1, Ир<1«Ир°* 1~

Г2 Р=1

-£42^e(^)l+^(e1^i)+A(e2,gi)]p5,

где К, (с > — внешняя полная кривизна F2 в направлении K{et, g,) — кри­
визна плошалкп в R . проведенной через et и Используя уравнения 
(47.14) из |о и условие замкнутости F2, получим

f'-> Г. -6:5(72) = J | -^-[ (еИ1+ец1212)2+(еи2-ер.12|1)2] +

о п—2

~ [ (HiPli + Hsp^) 2+(м-1р|2—Ц2р|1)2] +

р=3

U)

где T=Rt у уу.Г/Л, а величина Хг определяется с помощью Q,:w —
коэффишшят:з второй квадратичной формы F2 в направлении и явля­
ется ака.тс'см кручений Гаусса для поверхности из 7?4: хг=—g"*(Qi!/2Q2|/1i — 
—Qi iQ; ; Л. Легко поверить, что для минимальной поверхности

(2)

Заметим, что У[\ц..p2j|2)2+(p1,-!2—P-2jji)2] зависит только от выбора рас­

пределения плоскостей, натянутых на gi и g2. Возьмем их так, чтобы вы­
полнялась система

е Ц1+ с Ц12|2—0, 

е,2! еЦ12|1 =0,

Запишем разложение е^4=щт;гт, 
коэффициенты кручения й,

Hlj|l+H2j|2----0, (3) 

Цс|2 |12j|l=0, j~3, • • • , П 2.

fc=l,..., п—2. Выразим [ipa!i через 
раз базиса щ,..., пп-2:

9 dax _
£ J-lpa'i &рт * &рт&ааР-лст[С&—• 1, Z.

dUi

Введем комплексный вектор U с компонентами Ux=alx—ia2i; т=1,... 
..., п—2. Используя (4), систему (3) приведем к виду

dU
2-- = BU,

dz

(4)

(5)

где матрица S=||BJI = II|Mi+4M2||. Так как поля пх регулярны на F2, коэф­
фициенты Brj на бесконечности убывают как 1/1 z |2.
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Из условия |Vi| =|Уг| и V,_LV2 следует U2='£1U2=Q. Доказывается, 

что (5) имеет решение U, определенное на всей плоскости, включая °°, та­
кое, что U2==Q.

Возьмем Vi и V2 так, чтобы (5) и, следовательно, (3), выполнялось. 
Далее, если для любой площадки в Rn кривизна пространства лежит в 
интервале Гб, 1], то из неравенств Берже ((7), стр. 69) следует |Т| 
^7, (1-6)?

Используя (1) и (2), можем записать
2

У, 62S (V.)- J е2{2[Хг-\ке(Ь) \-\Ке(b) I ] +4Л(1-6)-46}dS<Q.

1= 1 Fi

Следовательно, F2 — неустойчивая поверхность.
Сформулируем теперь теорему об устойчивости.
Теорема 3. Пусть F2— минимальная, ориентируемая, быть может с 

границей, поверхность в ориентируемом R1. Если в точках F2 выполняется 
неравенство T+y.v—2\КС I >2К(т, т|) для всех касательных векторов т и 
нормальных векторов р, то F2 — устойчивая поверхность.

В качестве иллюстрации этой теоремы укажем семейство пространств 
FFIX) с метрикой ds2 заданной на Р2(С) с однородными координатами zf:

, , , 2/ l2I|2+|z2|2+|z3|2 \2=Л« (хйтачету) ■

где ds®2 — метрика Фубипи на Р2(С), нормированная так. что ее кривизна 
из интервала [1, 4]. При каждом I поверхность z3=0 — вполне геодезиче­
ская сфера F2. Можно найти, что в точках поверхностп при каждом t имеет 
место Т=2 и К(т, ц) = (2—t)/t, где т— касательный п г] — нормальный 
вектор. По теореме 3 при (>1 поверхность F2 устойчива.

Заметим, что кривизна пространства в точках F2 лежпт в пнтервале 
[ (2—/)/£, 4/t]. Поэтому при 0<«1 по теореме 1 поверхность F2 неустой­
чива.
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