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Известно (2), что для достаточно «малой» области однородная задача 
Дирихле для уравнения

Ап+^и=0

имеет лишь тривиальное решение, иначе говоря, абсолютные величины 
собственных чисел оператора Лапласа отграничены снизу от нуля.

В настоящей работе, основанной на идее устойчивости задачи Дирихле 
относительно вариации области (\ 3), дается оценка собственных чисел 
оператора Лапласа через некоторые геометрические характеристики об­
ласти и выясняется, что появление у области «узких выступов» не приво­
дит к заметному уменьшению нижней границы абсолютных величин соб­
ственных чисел оператора Лапласа.

Аналогичный результат устанавливается для общего эллиптического 
дифференциального оператора 2-го порядка дивергентного вида.

Введем необходимые обозначения и определения. Через й 
обозначается ограниченная область в n-мерпом эвклидовом пространстве 
Rn векторов х= (xt, . .. ,хп),у= (yt, . ..,!/„) и т. д.

Через П72<1)(^) обозначается пополнение множества всех бесконечно 
гладких финитных в й функций и(х) по норме

}
где V -градиепт.

Через И4,<_1) (Й) обозначается пополнение множества И’. ( Q) по норме

11^11-!= sup iz(x)r(zidQ.
IMIKi п

Лемма 1. Оператор Лапласа А изометрично отображаетИ7^’ (Й) на

° (-1)
W2 (Й).

Доказательство. Интегрируя по частям, получаем для любого 
пеЙЧ'Чй)

IIAwll-j = sup | кА и cZQ = sup ( — Г Vu-Vk dQ j =||n||i,
IHIK1 Q IMIK1 ' Й 7

что и утверждалось.
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Через nQ(x) обозначим элемент из И/2<1) (Q) такой, что Ди0(х)=1

V.zeQ. Иначе говоря,
ua(x)=$Ga(x,y)dtly, (1)

где Ga(x,y) — функция Грина задачи Дирихле для оператора Лапласа и 
области й.

Положим еще
p2(Q)=sup |п0(х) (2)

хеЙ
Через А-1 обозначим обратный к Д оператор, отображающий изомет- 

рично W^l} (Й) на И7211,(й) согласно лемме 1.
Лемма 2. Норма ||Д~1|| оператора Д-1, действующего из пространства 

pj72(_1> (й) е это пространство, допускает оценку

ЦД-‘Кр2(й). (3)
Доказательство. Установим «неравенство вложения»

TJ ЦиН-^рЧй) Iklii, vwepy2(1'(Q). (4)
Имеем

sup |пДийй = sup (— | Vu-Vi? dQ sup ||u||i. zg\
IA4r<:' ЦДт||,<1 \ « ' ЦД®||1<1 ' '

Для ленки второго множителя воспользуемся представлением
Vv(x)= J[VAy(z/)]G2(z, y)dQy, л-sQ,, (6)

Q

-ел: -гулливым для любой финитной в й функции v(x). Имеем из (1), (6) 
|Vn(z)|2^ Q | Vhv(y) |2Са(ж, y)dQ,^ иа(х),

- негласно (2)
||у||1^||Дк||1Р2(й).

Сопоставляя это выражение с (5), получаем (4). Имеем теперь в силу 
(4) и леммы 1

|| Д-’п||s£p2(Q) || Д”‘и||1=р2(й) Hulk,,
и лемма 2 дсказана.

Если у л — непрерывная функция в Rn, то через u, й(х) будем обозна­
чать гармсиине-скую в области Й функцию, совпадающую с f(x) вне й, 
в предположении, что таковая существует.

Лемма 3. Пусть й7 и йв — две области. Пусть fi'=inf Е — множество 
внутренних ~:-.ек компакта Е. Пусть EcoQ.^ причем для каждой граничной 
точки у компач~а Е существует точка г/<6) вне й8 такая, что |р— */<б) | <6, 
inf | yw—х | где с — не зависит от б, 0<б< 1.

Тогда справедливо неравенство
I И/,О' (ж) — Uffo6 (х) | <<?!(£> (б) Vx^Rn,

где с, не зависит ст х, f(x) и б, а со (б) есть сумма модулей непрерывности 
функций f(x) и и- с-(х).

Доказательство может быть получено по методу работы (3). 
Теорема. Пусть область Й7 является внутренностью эллипсоида-.

а. \;2<7?2|,

где a,=const>0, Z?=const>0.
i=i
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Пусть компакт Е и область П=£2е удовлетворяют условиям леммы 3.
Тогда норма ||Л_*|| оператора Д-1, действующего из пространства

И72<_1> (Q) в это же пространство, допускает оценку

ЦЛ-’Н^ЛЯ2 / Jj*r2+e(6),

где е (б) —>-0 при б^-О.
Доказательство. С учетом оценки (3) и леммы 3 имеем 

||Л-1Нр2(Й/)+е(б). (7)

Для вычисления р2(£У) воспользуемся явным видом функции иа,(х) в слу­
чае эллипсоида Q':

п п п

(ж) =72 I 2—*/2Д2 I JT
i=l i = l i=l

Hi

Будем иметь

(8)

Из (7), (8) следует доказываемая оценка.
Примечание. Поскольку спектральный радпус ограниченного опе­

ратора оценивается через его норму, то доказанная теорема дает оценку 
снизу для абсолютных величин собственных чисел оператора Лапласа 
в пространствах ИД (£2) и ИД(_0(£2). Одновременно опа решает и ана­

логичный вопрос для эллиптического дифференциального 
вергентного вида 2-го порядка:

оператора ди-

в силу подобия операторов А и Д в пространстве (£2):

И=ДЛ,

где А — автоморфизм пространства (О).
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