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Пусть §(Z) — комплексный стационарный (в узком смысле) процесс 
с непрерывным временем («><£<—юо). Говорят (‘), что процесс £ принад­
лежит классу S' , если £1^(0 k^n. Пусть Z(cZ/_) — ортого­
нальная векторная мера, участвующая в спектральном разложении про­
цесса

оо
ш= feitkZ(M). (1)

— со

Введем в рассмотрение функцию Mhii, заданную на прямоугольниках А 
вида Л=Л1Х ... ХАл-н с измеримыми сторонами Л; (Л4 — измеримое множе­
ство в К1), полагая

М, . (Л) —EZ(Al) X ... XZ(Ah) XZCW X ... XZ(AA+i) (2)>

(правая часть в (2) конечна, если |е5'>+'). Говорят, что процесс § принад­
лежит классу Ф'п), если Z^S{n) и функции Mkft (k+l^n) продолжимы ди 
счетчо-а-щтпвноп вполне конечной меры в Rn. В этом случае функцию 
Mt яа:-ывают спектральной мерой процесса § порядка (k, I).

Пусть i= (Ь...., tft) ^Rh, s= (sj, ..., s() ей'. Если положим
2?(i, s) =ЕЦТ) .. . • .W)•

Если a: )=Фк’', то, как нетрудно попять,

Rt.s) = J... jexp(i(<Z,X> —<s, v>)}MSiI(dX, dv), (ЗУ

где Л= (X],.... /.J =R\ v= (vb ..., V/) ^R1, < •, • > — скалярное произведе­
ние в Rn (n = l. ...). Процесс £, a^S1'"1, будем называть стационарным 
в широком смысле (порядка п), если

7?(iz, s') =ff(Z, s),

когда £/—ti=s— s'=h (i=l,...,k; 7 = 1,..., Z; l+k^n).
Как известно, в случае стационарного в широком смысле процесса g 

(соответствующего порядка) спектральная мера Мк, г сосредоточена па> 
гиперплоскости ту—...—v;=0. Это обстоятельство просто
усмотреть из формулы (3).

Будем говорить, что мера .. . , dx„) симметрична, если опа инва­
риантна относительно любой перестановки Т координат, т. е. p(T5)=p(S) 
для любого измеримого подмножества S в Rn.

Следующая теорема отвечает на вопрос, каковы спектральпые меры 
порядка ЛД, I, к+1=3, отвечающие стационарным в широком смысле про­
цессам. Для определенности пусть к>1.

Теорема. Пусть ц — счетно-аддитивная вполне конечная мера в R3, 
симметричная по первым п координатам и сосредоточенная на гиперпло­
скости xt+ ... +xk—xh+l— ... —xk+t=0, k+l=3.
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Тогда, найдется такой стационарный в широком смысле процесс третье­
го порядка £, §еф(3), для которого мера ц будет спектральной мерой по­
рядка (k, I).

Заметим, что спектральные меры Mk, t порядка (к,Т), симметричны по 
первым к аргументам.

Доказательству теоремы мы предпошлем простую лемму.
Пусть ^={жп}1“ — счетное множество, К* — второй экземпляр К, эле­

менты которого, чтобы их отличать от элементов К, мы индексируем знач­
ком *, так что если х^К, то х'хгК'. Обозначим через G свободное комму­
тативное кольцо с образующей КМ К* и через Н — алгебру над полем комп­
лексных чисел, построенную по G. В алгебре Н вводится естественная ин- 

*
волюция *: Н^Н. по которой, если хххК, ^‘ — второй экземпляр х из К‘, 
то [х]*=х*, [х*]*=х. Присоединим к G единицу е, полагая G=GUe. Обозна­
чим через Н алгебру над полем комплексных чисел, построенную по G. 
Пусть Нп m — линейное подмножество из Н, построенное по полиномам ОС'
степени не выше m от переменных xh j^n, а Йп= U Н„ т.

■т=0

Лемма. Пусть L — линейное подмножество алгебры Н, причем „ 
при некотором п; и пусть на L задана функция f, удовлетворяющая усло­
виям-.

1) j(xx*)^Q, хх*^L;
2) если x^L, xx’^L, то \f (х)\2^f(xx‘);
3) если xy*^L, xx'^L, yy'^L, то

|2^|/(^’)/(yj/‘) |:
4) при каждом n

sup |У(^г/‘) |<oc-

Тогда функционал можно продолжить с сохранением свойств 1)—4) на 
всю алгебру Н.

Выведем сначала теорему из леммы. Для определенности рассмотрим 
случай, когда тип спектральной меры < 2. 1). Пусть ц — счетно-аддитивная 
вполне конечная мера, сосредоточенная на подпространстве Xi+x2—х3=0 
и симметричная, а К — система отрезков с рациональными концами. Опре­
делим функционал / на линейном подмножестве L, порожденном элемен­
тами z вида z=xyu*, z=xu*, x^k. y=k. :; = k. из соотношений

/(хг/н’)=ц(тХуХз),

f(xu‘)=0. x'u = {fy,

продолжая его далее на L по линейности. По лемме линейный функционал 
/ можно продолжить на алгебру Н так. что будут выполняться условия
1)—4). Факторизуя Н по линейному подмножеству {х: f(xx*)=0}, мы пре­
вратим его, в силу условий 1)—3), в предгильбертово пространство со ска­
лярным произведением (ж, y)=f(x, у’). del

Сохраним обозначение Н для пополнения по норме ||ж||=У/(а:, х*) фак­
торизованного пространства. Определим в Н линейный оператор Ах, х^Н, 
полагая Аху=ху, у^Н. Заметим, что все операторы Ах, х^П, определены 
на одном плотном в П лилейном множестве П, являющемся образом при 
упомянутой факторизации линейного множества Ufl„, как это следует из п
условия 4). Коммутативная алгебра А операторов Ап по теореме фон Ней­
мана допускает единую диагонализацию. Т. е. существует изоморфизм 

U А А
U: А ->~А, алгебры А па некоторую алгебру функций А, действующих в гиль­
бертовом пространстве L2(dm). Поскольку при этом определен лишь тип 
меры dm, мы можем считать, что dm — вероятностная мера. Пусть У—по­
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рожденная этим изоморфизмом изометрия из Й в Td(dm'), пусть далее 
х^х. Обозначим через Т каноническое вложение К в Й. Положим Z(A) = 
= Р7’(А), AeZ€. Заметим, что векторная функция Z удовлетворяет следую­
щим условиям:___

1) E'Z(Ai)Z(Aj)=0. если A;, A^fc, А,Г1А;={^} (здесь EZ=\Z dm, 
z<sL2(dm));

2) E|Z(A) |2<°°, A=K:
3) £Z(A1)Z(A2)Z(A-»= JZ(A1)Z(A2)Z(A3)dm =

=/([7’A1] [7AJ [ТАз]*) =g(A1, A2i A3).
Из 1), 2) следует. что функцию Z можно продолжить до ортогональной 

векторной меры в й. Положим
„ 00 

т(7) = J e,aZ{dX}.
—. 00

Из 3) следует, что и — спектральная мера порядка (2, 1) процесса По­
скольку Z — ортогональная мера, а мера ц сосредоточена на диагонали 
ац+яг—£з=0, то процесс стационарен в широком смысле.

Доказательство леммы. Присоединим к кольцу G единичный 
элемент е. Пусть Н — тривиальная алгебра, порожденная этим элемептом. 
Как известно ( >. из 2) следует, что функционал / можно продолжить на 
Ho+L с сохраненном свойств 1) — 4). Пусть построено продолжение fn 
функционала 7 на H-—L. удовлетворяющее условиям 1)—4): покажем, что 
тогда существует продолжение Д_ц функционала /„ на L+H^i с сохране­
нием свойств 1!— 4 .

Положим т = л,— х-‘. v=i(x„—x„*). Пусть — алгебра многочленов 
от переменной г г . Положим S=IIn®Hu. Функционал / индуцирует на 
тензорном прои ведении линейный функционал /ф

f»(x®y*)=f(xy*), х^Йп, у^Н:.
Фуикцис —.- * определен по крайней мере на линейном подмножестве 

Й &Н-. Пусть имеется продолжение fx на некоторое линейное множество 
5пз5 и пусть т-лемент Z=xy*. х<=Йп, у*^йи не лежит в S. Легко понять, 
что можно с - оделить /ф на Z=xy* так, чтобы продолжение /в на линей­
ную оболочку > Z удовлетворяло (в понятном смысле) условиям 1)—4). 
С другой сторсны. если есть монотонная последовательность {/ф3=1 про­
должений /5. удовлетворяющих условиям 1)—4), то существует линейный 
функционал й. сужением которого являются все функционалы /3, причем 
У» удовлетворяет условиям 1)—4). Поэтому, обращаясь к лемме Цорна, 
получаем, что m можно продолжить на все S. Точно так же доказывается 
возможность пп ’должения функционала /® на Йп® {Йи+Н„} и, следова­
тельно, возможность продолжения (с сохранением свойств 1)—4)) функ­
ционала / на # _ . а следовательно, и на Ь+Йп+1.

Докажем тепеэь. что, если {/„} — последовательность функционалов, 
определенных ей Й- и удовлетворяющих там условиям 1)—4), то при 
условии | т. е. — сужение /„+1 на ЙЙ существует линейный функ­
ционал fx, заданный на U7?„ и удовлетворяющий там условиям 1)—4). Та­
ким свойством обладает функционал /в, определенный на каждом из Йп 
равенством /е=/ .

Доказательство леммы закончено.
Ленинградское отделение Поступило
Математического института им. В. А. Стеклова 12 IV 1975
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