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О ТЕОРЕМАХ ТИПА ЖИРО ДЛЯ ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО ОПЕРАТОРА 
2-го ПОРЯДКА, СЛАБО ВЫРОЖДАЮЩЕГОСЯ ВБЛИЗИ ГРАНИЦЫ

(Представлено академиком С. Л. Соболевым 17 III 1975)

Вопросу о влиянии геометрической конфигурации границы области на 
поведение вблизи границы непрерывных решений для равномерно эллипти­
ческих и равномерно параболических уравнений 2-го порядка посвящен 
ряд работ по качественной теории эллиптических и параболических урав­
нений (см. например, (1_13)).

В настоящей заметке аналогичные рассмотрения проведены для эллип­
тического оператора 2-го порядка с характеристической частью, вырождаю­
щейся вблизи границы. Получены следующие результаты:

1) если непрерывное решение эллиптического уравнения 2-го порядка 
имеет строгий локальный экстремум в точке М границы области и область 
слишком «узка» вблизи Д7, а характеристическая часть уравнения слишком 
сильно вырождается вблизи этой точки, то некасательная производная реше­
ния в точке М может обратиться в нуль;

2) если граничная точка экстремума М удовлетворяет относительно 
области требованию строгой Д-параболопдности изнутри (так, что область 
не слишком «узка» вблизи точки Л/), а характеристическая часть уравне­
ния слабо вырождается вблизи М, то некасательные производные решения 
в точке М обязательно отличны от нуля.

Пусть G — компактная область эвклидова пространства Еп= 
= {(xi, . . . , х„)}, п^2, в которой определен дифференциальный оператор 
2-го порядка

E(J~U
щДж)----------+ У ср(х)------+ с(х')и (1)

dxi дх} dXiJ —1

с неотрицательной характеристической частью и с ограниченными коэф­
фициентами.

Определение 1. Модуль непрерывности Q удовлетворяет 
условию (А), если функция О (я) выпукла вверх па отрезке [0, s0] и 
дважды дифференцируема на интервале (0, s0).

Пусть Л7э=х°е£,„, h>Q и (г/) = (у,, . . ., у„) — местная декартова система 
координат с началом в точке М°. Рассмотрим параболоид вращения

П. (М°, h) = {у^Еп 10<щ (| у' |) <Vi<h}, 
где

п.

у' ={у2,...,Уп), = = p1(s)=sQ1(s), se[0, Sol,
г =2

причем модуль непрерывности Qj удовлетворяет условию (А). Точка М° 
является вершиной параболопда ПДМ0, h). Через M°ps = . ,Nr,), где
Ni=cos(Oxi. M°pi) будем обозначать орт оси вращения папаболоида 
ПДМ0, /г). Орт ЛГ/ц коллинеареп оси Оух и входит в параболоид ПДЛГ, /г.).



Положим сЯТ^УИ", К) — Р1(Л/°, A)UZ?1(/i), где поверхность вращения
ЕДЛГ, h) имеет в местной системе координат (у) каноническое уравнение

У1=Р^\у'\), Q^zy^h, (2)

а «основание» Bi(h) =П1(-/И1', /г)П{г/1=/г} лежит па (п— 1)-мерной гипер­
плоскости y-=h.

При М=л и Л/°=гс' будем пользоваться обозначениями

\хх= У1., й dl(x)==\xx'}\cos(Ml>pl, М°М).

Определение 2. Оператор 2-го порядка (1) обладает относи- 
г е л ь и о параболоида Hi (М", h) свойством (Q), если выпол­
нены условия:

1.) для любого вектора у=(|!, . . . , ||| =1 имеет место оценка

СПС У щ3(х) < + «у же ПДЛГ, 7i),

причем
I я,,(ж) | <Л°, | a.i (ж) | sCH, i, / = 1, 2, . . . , п,

-С<с(ж)=СО, жеПДМ0, /г);

2) существует постоянная а:>0 такая, что ЕжеПД.У0. h) выполнено 
одно из двух условий:

11,(1!

(П)

где модуль непрерывности Q2 (как и модуль непрерывности Qi, входящий 
в каноническое уравнение (2) для поверхности Pi(M\ h)) удовлетворяет 
условию (А).

Если модуль непрерывности Q2 (из условий (I). (II)) удовлетворяет 
еще и условию Дпнп так. что сходится интеграл

J s~iQ,(s') ds,

то будем говорить, что оператор (1) обладает относительно параболоида 
Л, (М°, h) свойством Д-(£2).

Замечание 1. Из оценок условий (I), (II) вытекает, что при вы­
полнении свойства Д-(Р) модуль непрерывности Q, также удовлетворяет 
условию Дпнп.

Замечание 2. Если оператор (1) равномерно эллиптичен в парабо­
лоиде П,(2И°, Л), то он обладает относительно этого параболоида свойством 
Д-(Q) с модулем непрерывности

Замечание 3. Если Q2(s)=s4 Q,(s)=s% 0<р2<^<1, то оператор 
I I), обладающий относительно ПДЛ/0, h) свойством Д-(О1. допускает (при 
выполнении, например, условия (I)) слабое вырождение вблизи точки М°



вида
п

а" > .геПИЖЛ).

Определение 3. Граничная точка M°<^dG обладает относи­
тельно области G свойством стр о г о й и а р а б о л о и д по с т и 
изнутри, если для нее существует параболоид вращения IE (ЛЕ, К) та­
кой, что ТЕ (ЛЕ, h)<^G, но ПДЛЕ, h) OdG={Л/0}. Если при этом модуль не­
прерывности Qi. входящий в каноническое уравнение (2) поверхности 
РДЛЕ, h), удовлетворяет условию Дини, то будем говорить о свойстве 
строгой Д - и а р а б о л о и д н о с т и изнутри.

Теорема типа Жиро. Пусть в компактной области G^E„ опреде­
лен оператор 2-го порядка (1) с неотрицательной характеристической 
частью, для которого выполнена оценка

-С<с(Л/)<0, M^G.

Предположим, что для функции и(М), граничной точки M°^dG и опе­
ратора (1) выполнены условия:

1) u^C(G) /\C(2}(G), причем Lu(M)^0
2) граничная точка x°=M°^dG обладает относительно области G свой­

ством строгой Д-параболоидности изнутри, причем оператор (1J обладает 
относительно параболоида IE (ЛЕ, h) свойством Д-(£2);

3) и(х°) =нС0, и(х) >р У^ЦДЛЕ,/г)\{ЛЕ}.
Тогда для любого направления МЧ, входящего в параболоид IE (ЛЕ, /г),

имеет место оценка
д

— и(х"}^ lim 
dl -----

и(х) — и^х11)
>0.

К о п т р - т е о р е м а типа Жиро. Пусть в параболоиде вращения 
IE(М°, h)czEn. п^2, определен оператор 2-го порядка (1) с неотрицатель­
ной характеристической частью, для которого в ПДМ0, h) имеет место (3). 
Предположим, что для функции и(М), параболоида ПДЛ/0, h) и оператора 
(1) выполнены условия:

1) ш^ПДЛЕ,7г))ДС(2)(П1(Л/°, КУ), причем

Lu(M) =/(M)s=0, ЕЛ/еПДЛЕ, fe);

2) Pi/z(s)^O, se(0, s0), где функция pi взята из канонического уравне­
ния (2) поверхности Р, (М1>, h);

3) если ХДх^^У^х)^ ... ^кп(х)^0 — собственные значения положи­
тельно полуопределенной квадратичной формы

(Д
1Д=1

то существует постоянная ощ>0 такая, что 

(4)

где модуль непрерывности Q2 удовлетворяет условию (А), но не удовлет­
воряет условию Дини так, что

J s_1Q2(s)ds= + °°.
О



причем эре (О, 1) такая, что

s9=O(fi2(s)), s->+0;
4) существует линейная функция

п
л W = £м.

1 = 2

такая, что в местной системе декартовых координат (у), связанной с пара­
болоидом II. (ЛГ, h), имеет место оценка

\и(М)—и(М°)—Х(М) 1^Р1(1/1)ехр|- js IQ2(s)ds|

ы

VJ/=p=(p1(|p'|),/)ePi(M0, h}.

Тогда существуют постоянные 7i>0, у2>0 и h^(O, h] такие, что

0^и(М)~ utM0)^ у, \М°М\ exp 1’- Js *Q2(s)ds

VI

NM(yi, U)elI,(Ж. h), M°M\\M0Pll;

при этом, в частности, имеем ди(М°)/dM°pi=Q.
Замечание 4. Коптр-теорема типа Жиро остается в силе, если (при 

гс>2) условие (4) заменено па условия

Д.г)5г V а.; (т].\:.\

? = 2 .7=1

И

Q, (lxz°l) ац (x)NtN^а21Й2( Izz’l) V % е lit (Л/°, К),
г, 3=1

где модули непрерывности Qi и й2 не удовлетворяют условию Дини.
Московский государственный университет Поступило
им. М. В. Ломоносова 7 Ш 1975
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