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1. Оператор Ватсона W с ядром if (я) определяется формулой

(1)

где if (ж) — вещественная функция, равная 0 при х<0 и удовлетворяющая 

условию

j if (sz)if (ta)cfa:=[max(s, i) ]"*; s>0, t>Q. (2)

Основным отрезком ядра Ватсона назовем наименьший (конеч­
ный или бесконечный) отрезок, вне которого оно равно 0 почти всюду. 
Общие свойства вещественных операторов Ватсона изложены в (1); там же 
рассматриваются ядра Ватсона вида (—T)nLn(—In х) с основным отрезком 
[О, 1] и (—1)"x~‘L„(ln х) с основным отрезком [1, °°), п=0, 1, 2, ..., где 
Ln(z) — полиномы Лагерра. Ниже будет показано, что эти ядра Ватсона 
являются предельным случаем одного класса так называемых степенных 
ядер Ватсона. В данной заметке излагаются основные свойства степенных 
ядер Ватсона и соответствующих им операторов.

2. Степенным ядром Ватсона с основным отрезком [0, 1] будем на­
зывать ядро Ватсона if (ж), имеющее вид

if (х)=а0 +
m

А=1

(3)0<ж^1,

где оц, /с=0, 1,..., ш,— некоторые вещественные отличные от нуля коэф­
фициенты, а вещественные показатели /с=1,. .., т, удовлетворяют 
условию

— V2<Vi<V2< . . . <Vm. (4)

Для определенности мы будем всегда считать а0>0.
Теорема 1. Существует единственное степенное ядро Ватсона . 

содержащее степени аргумента с произвольными показателями х,. ■:= 
= 1,..., ти, удовлетворяющими условию (4).

Для доказательства исходим из того, что условие (2) в случае 
степенного ядра Ватсона (3) эквивалентно системе уравнений

m

£ cikdo
l+vs+Vi

( 1 при Z=0,
I 0 при 1=1, (5)
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rz- нужно считать то=О. Определителем Коши будем называть 
определитель вида | (a.+fJj ~‘| Л Тождество, доказанное Коши (2), имеет 
£2*

1 п

1

JJ («,—%) (р—ро
1>ft

(6)

JJ («; + М

Остается заметить, что определитель системы (5) и все его миноры суть 
определители Коши; они положительны в силу (4) и (6).

Теорема 2. Сумма коэффициентов степенного ядра Ватсона (3) рав­
на (—1)”*: a0+«i+ • ■ • +от=(—1)т.

Доказательство теоремы 2) основано на следующем предполо­
жении. Пусть в определителе Коши Д=| (a;+^)_1|in числа а, и [л удов­
летворяют таким условиям: 0<ai<a2< . .. <ап, • • • <[3П,

—ak=f>j—ps, у, к=1,..., п, ■а1+р1=1. Пусть D< обозначает определитель, 
полученный из Д заменой всех элементов первой строки единицами, 
a Mtl — минор элемента определителя Д, стоящего в его левом верхнем 
углу. Тогда

л=(-1)п-1уд-ум7.
3. Полным степенным ядром Ватсона 4«.'(ж) будем называть сте- 

ленное ядро вида
п

i|;n,v (х) =а0 + У'я^, п=0,1,2,..., (7)
h=si

где v>0 и ал¥=0, А‘=0, 1, 2,.. ., п.
Теорема 3. Полное степенное ядро Ватсона выражается формулой

V (-QTfa+ft+1+l/v)
т ' L.I (ге-k) !/c!T(A:+l+l/v) (8)

Доказательство состоит в решении системы

й=0

J 1 при Z=0,
l+(Zc+Z)v I 0 при Z=l,.. .,п

(9)

■с использованием тождества (6).
Теорема 4. Полные степенные ядра Ватсона -ф„, v(x), и=0, 1,..., 

с основным отрезком [0, 1] попарно ортогональны на этом отрезке с ве­
сом х\

Прпнимая во внимание (9), непосредственным вычислением проверяем, 
что

1

J^.(m+Dv^^(1Г=О
О

при тп<п, откуда и следует теорема. Заметим, что система v(^), n=Q, 1,
2,. . . , полна в S’2(0, 1).

Теорема 5. При v->0:
а) т|-„, v(x) -*■ (—l)"Ln(—In z) в среднем на [0, 1],
б) — l)nLn(—Ina:) в обычном смысле при 0<л:^1.
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4. Полным полиномиальным ядром Ватсона с основным отрез­
ком [0, 1] назовем функцию Дя), п=0, 1,... Из (8) при v=l получаем

(^) =

k=0

п (—l)ft(ra+A:+l)! s
(п—к)!к\ (А+1)! (Ю)

Как следует из теоремы 4, полные полиномиальные ядра Ватсона (10) 
попарно ортогональны на [0, 1] с весом х.

5. Пусть S обозначает оператор Ватсона с ядром С?), равным ж-1 при 
сс>1 и нулю при ж<1.

Теорема 6. Функция

------- “Г--------------- “Г-----------------Т . . . "Г-----------------,
X Z1+V1 Я1+г’2 Х‘

(И)

где —‘/2<v< ... <у,„, есть ядро Ватсона с основным отрезком [1, °°) 
тогда и только тогда, когда она имеет вид Sip(z), где \\х) есть степенное 
ядро Ватсона с основным отрезком (0, 1).

Для доказательства достаточно составить систему уравнений 
для коэффициентов ядра (И), эквивалентную условию (.2), и сравнить ее 
с (5).

6. Рассмотрим частный случай степенного ядра Ватсона (3) прп тп=\. 
По формуле (8) получаем

^,vW= (1+^-) - (2 + дг)^’ (12)

Обозначим символом Pv оператор Ватсона, порожденный ядром -.{х).
7. Пусть i|/(z) — ядро Ватсона, равное 1 при и нулю вне этого

отрезка. Соответствующий оператор Ватсона будем обозначать символом Т.
Если оператор Z может быть представлен разложением

4-00 

Z= Y^cATSy,

мы будем называть его 3-оператором. Ясно, что два любых 3-оператора 
коммутируют.

Оператор V, определяемый равенством

Vf(x) = -^—[x J /с (rrs)/(s> c?s ,

где 
— °°, °°), к(х)=0 при х<0,

назовем 23-о ператором.
Как показано в (*), каждый 23-оператор Г может быть представлен

разложением

Г= У, cjjsyr.

Функцию комплексной переменной 5
4-°о

Gz(S)= £

71 = ~ оо

cns

будем называть ^-генератрисой оператора Z. Нетрудно провер*:*. 
что ТТ^-генератриса оператора PVT есть (<z+s)/(l+as), где a=v •- - - 



Введем для краткости письма обозначение

E{s, а) = (a+s) (1+as) ~l.

8. Оператор Ватсона со степенным ядром (3) обозначим A,, vz,.... 
Теорема 7.

A,, v2.......vmr= (PVID (PV2T) ... (P^T). (13}

Для доказательства отметим, прежде всего, что сумме и произ­
ведению 3-операторов соответствуют сумма и произведение их ТАгенера- 
трис. Таким образом, ТАгенератриса оператора в правой части (13) есть

Е(s, at)E(s, а2) . . . Е(s, am),
где

Vk 1 1ак = ——, к= 1,..., пг. 
l+vft

Справедлива формула разложения произведения элементарных генератрис 
E(s, ос):

771 771 « « [ / Л \ 71
JJe(s, ось) = (-1ГУ, [ (- — ,«&)]£(«,«0 +--------------------------.

fe=l fe=l j^=k
(14>

Таким образом, АСгенератриса оператора в правой части (13) есть 
линейная комбинация TS-генератрис операторов Р^Т,. . . , Р.тТ.

Далее видно что S-оператор (Pv,T) . . ■ (PVmT)T имеет ядро, являющееся 
линейной комбинацией ядер i|)1; V| (я:),. . . , i|\ vra(^), т. е. содержит степени 
аргумента х°, .г ........х'т и только их.

Из обшей теоэемы о произведениях операторов Ватсона, содержащейся 
в (*). следует, что (А,Т) ... {PVmT)T есть оператор Ватсона. По теореме 1 
оператор Ватсона с ядром, содержащим х°, ху‘,. . ., единственный.
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