
Доклады Академии наук СССР
1974. Том 215, № 6

УДК 517.948.32 МАТЕМАТИКА

В. Г. КРАВЧЕНКО

О СИНГУЛЯРНОМ ИНТЕГРАЛЬНОМ ОПЕРАТОРЕ СО СДВИГОМ

(Представлено академиком В. С. Владимировым 29 X 1973)

1. Пусть Г — простой замкнутый контур Ляпунова и a(i) — гомеомор­
физм (сдвиг) Г на себя, производная которого и отлична от
нуля всюду на Г. В пространстве КР(Г), 1<р<°°, рассмотрим оператор

T=a(t)I+b(t)Ba+c(t)S+d(t)BaS+D, (1)
где коэффициенты оператора — непрерывные на Г функции, I — тождест­
венный оператор, D — вполне непрерывный,

5o<p(Z)=(p[a(i) ], A(p(i) = — dx.
лг J r—t

Вопрос о точных границах применимости теорем Нётера к оператору 
(1) пока решен лишь в случае сдвига Карлемана, т. е. гомеоморфизма a(i), 
для которого при некотором a„(Z)=£, и>1, где a„(Z) =a[an_j(?) ], a0(t)=t 
(см. (*,2)). В настоящей статье устанавливаются необходимые и достаточ­
ные условия нётеровости оператора (1) в предположении, что а(?) имеет 
конечное число неподвижных точек. Заметим, что оператор (1) с таким 
сдвигом своими свойствами существенно отличается от оператора (1) со 
сдвигом Карлемана.

Пусть a (if) сохраняет ориентацию и т2,..., тг — неподвижные точки 
а(?) первой кратности: а(т^) =Т;, 7=1, 2,..., Z. Не нарушая общности, счи­
таем неподвижные точки занумерованными таким образом, чтобы контур Г 
разбивался ими на I непересекающихся дуг: Г]=(Т1, т2); Г2=(т2, т3); ... 
...; Г(=(т;, Ti). Если ж(?), у(?) —непрерывные функции на Г, то через 
сгар(а:, у) обозначим функцию, которая равна х(t), если о/(т3) • я(т3)|р> 
>lz/(n) _ '
<|у(т3) р при всех /==1, 2,

Теорема 1. Для того чтобы оператор Т был нётеров в пространстве 
£Р(Г), необходимо и достаточно, чтобы

р при всех /=1, 2,..., I, равна у(?), если о/(т3) • z(r3)
, I, и равна 0 во всех остальных случаях.

oap(a+c, b+d) -ciap(a—c, b—d)^0 (2)
всюду на Г. Причем в случае нётеровости оператора Т

. ,т 1 ( <Уар(а-с, b—d) ] 
2л I esap(a+c, b+d) Jr

В работах автора (3,4) получены условия нётеровости и формула для 
вычисления индекса оператора Т, действующего в пространстве 77(A). До­
казательство достаточности условий теоремы 1 и справедливости формулы 
(3) аналогично соответствующему доказательству этих работ.

Основной целью настоящей статьи является установление необходимо­
сти условий (2). Для этого предварительно докажем несколько вспомога­
тельных предложений.

2. Рассмотрим оператор
A=u(t)Ba—I,

где u(t) — непрерывная, всюду отличная от нуля на Г функция.
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Для любой точки ieFj итерационная последовательность {a„(i)} схо­
дится и ее пределом может быть только одна из неподвижных точек т3 или 
т,+1. В дальнейшем, фиксируя некоторое /, для определенности будем пред­
полагать, что Ит a„(i) =т,+1. Тогда обязательно lim a_„(t) =т3, где a_n(i) — 
гомеоморфизм, обратный a„(i).

Пусть it, t2, t3 — некоторые точки Г3, удовлетворяющие условию: 
(tt, t2)<=(t3, a(i3)). На дуге (it, i2) возьмем непрерывную функцию <р(т) 
и положим

те (it, t2), 
Ts[i3, a(i3) ]\(ii, t2).

Теперь распространим <р(т) на всю дугу Г с помощью равенства

i=TE[i3, a(i3) ],

i=an(r), n>0, те[13, a (i3) ],

4>(i) = <

ф(т)
71 — 1

П»[аДт)]
й=0

Множество таких функций if>(i), полученных из произвольных непре­
рывных на дуге (it, i2) функций <р(т), обозначим через N}(u).

Непосредственной проверкой убеждаемся в справедливости следующей 
леммы.

Лемма 1. Если при некотором j

|»(Т/) |р<1а'(т3) I, |и(тз+1) |р>|а'(тз+1) |, (4}

то Nj(u) (Г) и AN}(u)=0.
Легко видеть, что сопряженный оператор

А"

Отсюда и из леммы 1 следует
Лемма 2. Если при некотором j

|и(т3) |р>|а'(т3) |, |и(тз+1) |р<|а'(т3Ц1) |,

то 2УД|а'|/й)с=Лд(Г) и Л%( |а'|/й) =0, где l/p+l/q=A.
3. Рассмотрим операторы

Ki=u(t)Ba—P, K2=u(t)Ba—Q,

(5)

rfleP=V2(Z+5), Q='/2(I-S).
Лемма 3. Пусть u(t) ¥=0 всюду на Г. Если при некотором j выполняет­

ся одно из условий (4) или (5), то каждый из операторов Ki,i=i,2, 
не нётеров.

Для определенности рассмотрим оператор Ki. Предположим, что выпол­
няется условие (4) и оператор Ki нётеров. Тогда существует оператор Ki 
такой, что Ki-Ki^-I, где знак — означает равенство двух операторов с точ­
ностью до вполне непрерывного оператора (5). Далее, так как Ki-Кг—иВ^А,
то

Р^(К,иВа-Г)А. (6>
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Пусть х (i) — некоторая непрерывная на Г функция, отличная от нуля 
только на дуге (23, а(£3)) и равная единице на дуге (A, t2). Оператор 
Р%—вполне непрерывен и поэтому из (6) следует равенство

Х?х^х(^^а-7)А, (7)

где х (i) — характеристическая функция дуги (i„ t2). Из (7) находим: 
Х^хАДи) —0. А отсюда и из определения множества N}(u) следует, что су­
жение оператора Р на TP(ii, t2) является вполне непрерывным оператором. 
Получено противоречие.

Остальные случаи аналогичны.
4. Вернемся к доказательству теоремы 1. Оператор Т представим в виде 

T=A+P+A_Q, где A±=[a(t) ±c(t) ]I+[b(t)±d(t) ]Ва.
Пусть оар(а+с, b+d)^O (случай овр(а—с, b—с£)=0 аналогичен), опера­

тор I нётеров и [a(t)+c(t)][b(t)+d(t)]¥=O всюду на Г. Из нётеровости 
оператора Т следует нётеровость оператора Тi—A^P+Q, а из нётеровости 
Tt в свою очередь следует нётеровость где u(Z) =—(&(i)+d(i))/(a(Z) + 
+c(i)). Однако при оар(1, u)=oap(a+c, &+d)=0 нетрудно указать опера­
тор K3=u(t)I—Р, который настолько мало по норме отличается от опера­
тора Ki, что остается нётеровым (8), и для которого при некотором / выпол­
няется одно из условий (4) или (5), а это противоречит лемме 3.

Случай, когда [a(t)+c(t) ] [b(t)+d(t) ] обращается в нуль в некоторых 
точках Г, сводится к предыдущему.

Если функции овр(а±с, b±d) отличны от тождественного нуля, то дока­
зательство проводится аналогично доказательству необходимости условий 
нётеровости сингулярного интегрального оператора без сдвига (см., напри­
мер, (’), а также (10)).

5. Пусть теперь а(£) изменяет ориентацию контура Г и а2(<) имеет ко­
нечное число неподвижных точек. Обозначим

a:±(f) = (a(i)±c(i)) (а[а(£) ]+с[а(^) ]), 

y±(t) = (b(t)::Fd(t)) (b[a(t) ]±d[a(i) ]).

Теорема 2. Для того чтобы оператор Т был нётеров в пространстве 
Ар (Г), необходимо и достаточно, чтобы

Оа/(ж+, У+) -оа/(ж-, у~)=/=0
всюду на Г. Причем в случае нётеровости оператора Т

indZ
1

4л
Оа,(а:~,У~) I
ОРг(х+,1/+) Jr

Предположим, что a2(i)—c2(i)¥=0 всюду на Г. Тогда оператор 
1

a2(i)-c2(i)
[a(t)Z-C(i)S]

нётеров (6,7,9) и потому оператор Т нётеров одновременно с оператором 
Т2=Т-Т'—I Ъ ДР} В а~\~ d ДР) В aS, где коэффициенты b^t) и а\(£) выражают­
ся через коэффициенты оператора Т. Если учесть, что операторы 
7—<2(&t+di)5aP и I—P^bi—d^BaQ непрерывно обратимы, а операторы 
Ptbi+d^BJ? и Q(bi—d^B^Q вполне непрерывны, то получим, что опера­
тор Т одновременно нётеров с оператором

T3=[I-Q(bl+dl)BaP]-T2[I-P(bi-di)BaQ]^

^1— (ЪДР) +d>(P)) (bt[aCt) ]—dl[a(t) ])Ba2Q.
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Так как Ва2=Ваг и a2(i) сохраняет ориентацию контура Г, то к опера­
тору Т3 применима теорема 1. Этим завершается доказательство теоремы 2 
в случае a2(t) —с2 (i) =^0.

Случай обращения в нуль функции а2(t) —c2(t) в некоторых точках кон­
тура Г сводится к предыдущему.

В заключение выражаю благодарность Г. С. Литвинчуку и Ю. И. Карло­
вичу за ряд ценных указаний.
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