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1. Пусть С обозначает конечную плоскость |z|<°° и й — расширенную 
комплексную плоскость. Обозначим через %(zj, z2) хордальное расстояние 
между точками Zi, z2eQ. Рассмотрим мероморфную в С функцию /(z) и 
пусть zv(7, a), v=l, 2,..., обозначает решение уравнения f(z) —а=0, если а 
конечно, и уравнения l//(z) =0, если а=<». Через o(/(z)) обозначим сфери­
ческую производную функции f(z), o(/(z)) = |/'(z) |/(l+|/(z) |2).

Следуя классификации, предложенной в работе (*), будем говорить, что 
функция/(z) принадлежит классу Wp, где — действительное число, 
если

lim |z|2~p-o(/(z))<°°.|Z|->OQ

Класс Wi совпадает с классом мероморфных функций, исключительных в 
смысле Жюлиа. Класс W2 рассматривался Жюлиа (2) и Иосида (3) (см. по 
этому поводу обсуждения в работе (4) ).

Функции класса Wp можно охарактеризовать также в терминах после­
довательностей М(р)-точек. Последовательность точек {zn}, назы­
вают последовательностью М<р>-точек для функции /(z), если для любой 
бесконечной подпоследовательности {z„v}c{zn} и произвольного е>0 в объ­

единении (J {|z—z„ |<е-|z„ |2_р} функция /(z) принимает бесконечно 
V V

V-1

часто все значения из й, кроме, быть может, двух. Функция /(z) принад­
лежит классу Wp в том и только в том случае, когда f(z) не обладает ни 
одной последовательностью АГ”’-точек (см. (*, *)).

2. Класс W\p не является инвариантным относительно операций сложе­
ния и умножения. В этой связи представляют интерес следующие утверж- 
дения.

Теорема 1. Пусть f(z) и g(z) принадлежат классу Wp. Для того 
чтобы сумма h(z)=f(z)+g(z) принадлежала Wp, необходимо и достаточно 
выполнение следующего свойства:

для произвольных двух последовательностей {z„}, {z/}, |z„|-»-<» и 
\z„—zn'\lim------------ = 0, из условии

n-*oo Iz.l Р

lim/(z„)=o°, iimg(zn)=°°, lim h(zn)=a
П-*-о» П-*О* П-»-оо

(а конечно или бесконечно) следует lim h(zn') =а.

Доказательство. Необходимость условий теоремы имеет место на 
основании теоремы 4 из (4) (случай а=°°). Чтобы доказать достаточность 
условий, с учетом рассуждений, приведенных в конце доказательства тео­
ремы 3 из (5), нужно показать, что для любых двух последовательностей
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Iz„—z/|

{z„}, {zn'}, |z„| -►<» и lim— " —из условия lim/i(z„)==a следует
П-ОО \Zn\ P

lim A (z/) =я. Можно считать, что существуют lim/(z„)=&, lim g(z„)=c. 
Согласно теореме 4 из (4) (случай а=°°), имеем lim/(z/) —b и 

limg(z„')=c. Если хотя бы одно из чисел b и с конечно, то ИтЛ(г„') = 
=Ь+с—а. Если бис бесконечны, то lim /i(z/) =а в силу условий теоремы.

Аналогично доказывается
Теорема 2. Пусть f(z) u g(z) принадлежат классу Wp. Для того 

чтобы произведение h(z)—f(z) -g(z) принадлежало классу Wp, необходимо 
и достаточно выполнение следующего свойства:

для произвольных двух последовательностей {zn}, {z/}, |z„|->-oo и 
.. zn I
lim —:——— = U, из условии
n-^oo lZni

lim/(zn)=0, limg(z„)=°° (или lim/(z„)=o°,
71—>-oo n-*OO 7l~>00

limg(z„)=0) и lim n(zn)=an->oo 71->OO

(а конечно или бесконечно) следует lim h(zn') —a.
n->oo

3. Следующие факты касаются поведения функции на последователь­
ностях ’-точек.

Теорема 3. Пусть /(z) и g(z) принадлежат классу Wp. Если сумма 
h(z)—f(z)+g(z) не принадлежит ТЕР, то для любой последовательности 
М^-точек {zn} функции h(z) выполняется limf(zn)=o° и limg(z„)=°o.

Теорема 4. Пусть /(z) и g(z) принадлежат классу Wp. Если произве­
дение h(z)=f(z)-g(z) не принадлежит Wp, то f(z) и g(z) не могут быть 
одновременно ограниченными на любой последовательности М1р)-точек 
функции h(z).

Следствие 1. Пусть f(z) и g(z) удовлетворяют условиям теоремы 4. 
Тогда существует такая последовательность точек {zn}, \z„ | -что либо 

1°) lim/(zn) ==0 и lim g(z„) =°°, либо

2°) lim/(z„)=°° и limg(z„)=0.
4. Иосида (’) доказал, что /(z) принадлежит W2 в том и только в том 

случае, если для любой последовательности точек {zn} семейство функций

{/Jz)} = {/(z+z„)} (*)

нормально на любом компакте из С.
Пусть /(z) принадлежит W2. Будем говорить, что f (z) принадлежит W2°, 

если соответствующие семейства (*) не имеют тождественных постоянных 
в качестве предельных функций. Свойства функций из W2° изучались 
Жюлиа (2), Иосида (3) и Гавриловым (8).

Теорема 5. Для того чтобы f(z) принадлежала W2°, необходимо и до­
статочно выполнение следующих условий:

1) существует такое число а>0, что любой круг из С радиуса а содер­
жит по крайней мере одну точку zv(f, 0) и zp(f, °°);

2) inf |zv(/, 0)-z,.(/, ~) |>0;
v=l, 2,...
ц=1, 2,...

3) для любого [J>0 существует такое число пг>0, что

%(f(z),°°)>m, когда z&C— |J (|z—гД/, °°) 1<^},
И—1
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оо

%(/(z),0)>m, когда z^C— |J {|z—zv(/, 0)
|X=1

Приведем доказательство теоремы 5, выделив в виде леммы 
основной этап этого доказательства.

Лемма 1. Если f(z) принадлежит W2°, то для любого комплексного 
числа а и любого а>0 существует такое число пг>0, что a)>m,

когда z^C— |J {|z—zv(/, а) |<а)
v-1

Согласно теоремам 6, 2 из (3) и лемме 1, каждая функция из Н/2° обла­
дает свойствами 1), 2) и 3) теоремы 5. Для доказательства достаточности 
условий теоремы возьмем произвольную последовательность точек {zn}, 
{zn}-*°°, положим /„(z) =/(z+zn) и докажем, что {/„(z)} нормально в про­
извольной фиксированной точке г0^С. Обозначим tn=z0+zn и рассмотрим 
два случая:

Г) inf |i»—zM(/, °°) |>0,
n—i, 2,...

2°) inf |f„—zM(/, °о) | =0.
п=1, 2,... 
М=1, 2,...

В первом случае, выбирая Si удовлетворяющим неравенствам 
0<6,<1/2 inf |£п—гД/, оо) |,

п=1, 2,... 
д=1, 2,...

заключаем, что

(J{|z—tn\<8i}<=C— U<lz—Zn(f, oo) |<6j.
п=1 Ц=1

Согласно условию 3), функция /(z) ограничена в |z—7П| <6Ь Другими 
словами, /„(z) равномерно ограничены в |z—z0|<6i, n=l, 2,... и, следо­
вательно, семейство {/„(z)} нормально в точке z0. Во втором случае сущест­
вуют такие подпоследовательности и (/, oo)}c:{z^(/, оо)},
что lim |(/, оо) |=0.

Л->оо

Из условия 2) теоремы следует, что inf \tnR—Zv(f, 0) |>0.
А=1, 2,... 
v=l, 2,...

Поэтому, выбирая 62 удовлетворяющим неравенствам

0<62<72 inf |£„ —zv(/, 0) |,
2,... k

V=l, 2,...

получаем

U<lz-t„t |<62}<=С- U <lz~Zv(/,0) |<62}.
Л=1 V=1

В силу условия 3) теоремы, существует такое число тп>0, что 
x(/(z), 0)>7п для всех ze |J {|z—tn^ |<62}. Это значит, что для всех 

к=1, 2,... и всех ze{|z—z0| <б2} имеем %(/nk(z), 0)>тп, где постоянная m 
не зависит от к. Следовательно, семейство {fnk(z)} нормально в точке z0. 
Ни одна из предельных функций последовательности {fnft(z)} не может 
быть тождественной постоянной в силу условия 1) теоремы.

Теорема 5 доказана полностью.
Следствие 2. Пусть f(z) и g(z) принадлежат РК2° и

inf |zv(/, 0)-гД£, оо) |>0, inf |гД/, «>) —zv(g, 0) |>0. 
v=l, 2,... Ц=‘, 2,...
ц—1, 2,... v=l, 2,...

Тогда f(z) -g(z) принадлежит W2°.
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Замечание 1. Для нормальных мероморфных функций, определен­
ных в единичном круге, аналоги наших результатов доказаны в статьях 
(’-’)•
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