
Доклады Академии наук СССР
1975. Той 225. № 2

УДК 517. 947 МАТЕМАТИКА

Н. С. БАХВАЛОВ

ОСРЕДНЕНИЕ НЕЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ 
С ЧАСТНЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ

С БЫСТРО ОСЦИЛЛИРУЮЩИМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ
(Представлено академиком С. М. Никольским 19 VI 1915)

В работе предлагается формальная процедура осредпепия нелинейных, 
уравнений с частными производными с быстро осциллирующими коэффи­
циентами. По отношению к линейному случаю С) получаемые результаты 
также являются новыми, поскольку охватывают более широкий класс урав­
нений и случай зависимости коэффициентов от медленных переменных. 
Методика осреднения имеет много общего с методикой (1_3). Результаты 
работы имеют отношение к рассмотрению ряда вопросов теории периодиче­
ских структур (4~7).

Пусть Ф/ — пространство матриц размерности пХ . . . Хп, элементы ко­

торых суть функции от аргументов е, X—{xt, . . . , xm), Z=(^1,..., ^т), 
u, w'i.......\ lsSZ’Cs, периодические по каждому из аргументов £,• с перио­
дом 1;

5'и
u= (щ,..., ип)т, w’1... --------------------- ------ .

Через Qrs обозначаем пространство таких матриц, элементы которых 
суть функции от аргументов X, Z, v,

,. d'v
V г*...

dXi,... dxtl

периодические по каждому из аргументов £,• с периодом 1, v=(vt,..., vn)T- 
Тг‘ означает подпространство элементов из Q,.s, не зависящих от аргумен­
тов Положим

Qr= (J Q/, QS=IW, 4\=U4V, TS=U4V;

s r s г

0,5 0,5

... J N ... dt,m при .VeQ/.
-0,5 -0,5

Через D(,‘- -■ Xf будем обозначать полную производную / по переменным 
xit, . . . , Xit при условии, что «быстрые» переменные связаны с «медлен­
ными» переменными ж, соотношениями ^i=2’i/e; е — малый параметр, по 
которому производятся асимптотические разложения.

Рассматривается система дифференциальных уравнений

(1)

249



если, как в (1), суммирование по повторяющимся индексам не отмечено 
знаком суммирования, то оно производится в пределах [1, т].

В дальнейшем для простоты предполагается, что векторы А бесконечно 
дифференцируемы по своим аргументам.

В конкретных случаях часть этих требований снимается, в частности, 
за счет определения решения (1) как обобщенного по С. Л. Соболеву.

Асимптотическое разложение решения (1) отыскивается в виде

(2)

^=.1д/е, v — решение осреднеиного уравнения. Разложим Р (и) в асимпто­
тический ряд по степеням е; па данном этапе v рассматривается как функ­
ция аргументов .т,. не зависящим от е. После приведения подобных членов 
имеем

Потребуем выполнения соотношений

II, =0, H;i=h„
при А*>1; his'J'’, 

Уравнение

(3)

не содержащее быстрых переменных можно рассматривать как осредне­
ние (1): если v удовлетворяет (4), то соответствующее, согласно (2), и удо­
влетворяет (1). Решение (4) можно искать в виде ряда но степеням е

v~Yo+ev1+e2v2+ ...
При геф/ обозначаем через [z] элемент из Qrs, получающийся при 

подстановке в z
<9v SNi
dxt dZi

при Z>1.
5'N,

Имеем

Далее предполагаем, что уравнение Н,=0 имеет некоторое решение 
-VeQ,. Заметим, что X. v, v(,‘- • ■входят в это уравнение как параметры; 
N, отыскивается как периодическое по с периодом 1 решение
этого уравнения. При /г>1 имеем

v

— якобиан, W/, определяется заданием v, N,, . . . , N»_(. После опре-

деления из условия Hi=0 последовательно определяем h2, N2, h3, N3, • • • 
по следующему алгоритму: всякий раз выбираем h;. так, чтобы уравнение 
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Н=1ь относительно NkeQi было разрешимо, затем паходим из этого урав­
нения Nft.

Рассмотрим типичный в приложениях случай, когда выполняется сле­
дующее условие: уравнение L0N=M, MeQj, разрешимо в классе NeQi, 
если {М}=0. Если каждый раз полагать hJi={W)1}, то уравнение

L0Nft+W;i=ln={WJ

будет удовлетворять требуемому условию разрешимости.
Если одпа из независимых переменных, например, аг, имеет смысл вре­

мени, то при физических интерпретациях осредненного уравнения жела­
тельно, чтобы оно не содержало дифференцирования по этой переменной 
порядка выше второго. Покажем, как получить осредненное уравнение, 
удовлетворяющее этому условию.

Векторы N(1, получаемые последовательно как решения уравнений (3), 
определяются всякий раз неоднозначно: если N4 — решение соответствую­
щего уравнения (3). то N*+z*, z^Ti, также является его решением. Для 
определенности выбираем далее z(1 так, чтобы выполнялось условие 
{М-о.

Пусть Т — пространство матриц S размерности пХ . . . Хи, г — всевоз- 
г раз

можные, представимых в виде прямого произведения векторов v*'1’ ■ ■ ■ • г‘\ 
/>1. Наибольший из порядков дифференцирования по ад в этих векторах 
обозначаем через g(S), сумму всех порядков дифференцирования Z, соот­
ветствующих этим векторам, обозначим b(S). Пусть — подпространство 
матриц S, удовлетворяющих условию &(S)C/c. Далее прямое произведение 
обозначается знаком °, свертка матриц не отмечается специальным знаком. 
Исследуя представление W(1 через N,, .... и вид уравнений (4), 
можно установить, что и 1ц записываются в виде

2/1-2

N)(=2j Л4-2^,

2k—2
hft=2_, hL.S,,

j
знак S' означает суммирование по 5;е7’/. Таким образом, (4) имеет вид

JV-2 /от .>■-0.

1<й j

Рассмотрим случай, когда матрица hg, стоящая множителем при 
5j=52v/5a;12', обратима. Будем обозначать ее R.

Алгоритм преобразования (4) к требуемому виду содержит индукцию 
по совокупности параметров г и s: 2<r, 0<s; при этом по г переходим от 
меньших значений к большим, а по s — наоборот. Пусть (4) преобразовано 
к виду, нс содержащему ненулевых членов еЛ"2/1м,-2 S/ при к<г, l<g(*$4) 
и при к=г, s<g(Sj) (кроме члена R&^ldxi3). При r=3, s=4 предположе­
ние индукции выполнено.

Опишем шаг индукции по г, состоящий из шагов индукции ио s. Среди 
матриц S, с ненулевыми коэффициентами h-ir-i выберем одну из матриц 
с g(5j)=s; переставляя индексы в соответствующей ей свертке /г-гг-г^д 
представим ее в виде

hS -
5s+!v

дх^ дхп ... 5zi(+1 ’
12, • • •, ii+r^l.
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Применим к (4) оператор Q, определяемый равенством

<2w=w— e.r~2hS
дх\ ~ dxi ,... 9xi?tt

Получится уравнение, асимптотически эквивалентное исходному; при этом 
общее число множителей

it, • • •,

во всех матрицах входящих в уравнение с множителем ег_2.
уменьшится по крайней мере на единицу. Продолжая этот процесс, полу­
чим уравнение, удовлетворяющее требованию индукции с на единицу 
меньшим значением s. Шаг индукции по ,$ закончен. Продолжая эти шаги 
до s = l, получим уравнение, соответствующее на едиппцу большему г. т. е. 
заканчиваем шаг индукции по г. Переходя к пределу при /•->-<». получим 
осреднеппое уравпепие с единственным членом, содержащим дифференци­
рование по Xi порядка выше первого: R д2\/д.г12.

Иногда при построении осредненных уравнений, допускающих физи­
ческую интерпретацию, может оказаться целесообразным, как в (*.с), 
не обращать в пуль коэффициенты п при других матрицах S. содержащих 
дифференцирование по Xi второго порядка.

Предлагаемая процедура осреднения формально (мы оставляем в сто­
роне вопрос обоснования) применима и в случае р, q = °°, соответствующем 
псевдодифференциальным уравнениям.

К классу линейных задач для псевдодифференциалытых уравнений с 
быстро осциллирующими коэффициентами относятся задачи для периоди­
ческих решетчатых структур (4,5) и задачи для систем с распределенными 
параметрами (6). Отметим, что при р, q = i для вариационных задач способ 
получения главной части (4) предложен в (3).

Автор выражает признательность М. Э. Эглит за полезные обсуждения.

Московский государственный университет 
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