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1. Рассмотрим механическую систему материальных точек 
'■ = 1,2,..., п, с идеальными голономпыми связями, имеющую k степеней 
.’ВОООДЫ.

Если радиусы-векторы г,=1\,(<щ I) точек и их массы mv=/nv(щ, фЩ), 
: = 1, 2,..., /V, считать достаточно гладкими функциями времени t, обобщен­
ных координат и обобщенных скоростей ф, то таким же свойством будет 
'бладать и кинетическая энергия

п

Т = V1 mvvv2/2

системы.
В работе В. С. Новоселова (?) с помощью объединенного принципа 

Даламбера — Лагранжа получены уравнения движения таких систем
d / дТ \ 

dt \ dqt /
дТ

Qi+Ri+Pt, (1)

■де (ф, Ri — обобщенные активные и реактивные силы, а
п dm,

dt
d I dm, vv2 \ dm, vv2
dt \ dq{ 2 / dqt 2

дополнительная, обобщенная сила, соответствующая i-й координате, воз­
никающая за счет изменения кинетической энергии частиц переменной 
массы.

2. Вычисления, выполненные с использованием принципа условного за­
твердевания, приводят к более компактному выражению для обобщенной 
силы

Оно оказалось удобным для динамического анализа и исследования тех 
механических систем, для которых известны интегральные представления 
динамической энергии, например, машинных агрегатов с переменными 
массами звеньев, (2), роторов переменной массы и др. В частности, для 
механической системы с одной степенью свободы, массы т, точек которой 
и их радиусы-векторы rv являются функциями обобщенной координаты </.

m,=m,(q), rv=rv(?), v=l, 2,..., п,
сила Р равна разности скоростей изменения кинетической энергии реаль­
ной и «затвердевшей» систем в зависимости от q:

дТ д‘Т уд dm, vv2
dq dq dq 2



Г' ;; ответствии с (1) и (4) уравнение Лагранжа, описывающее движе- 
уеханпЧеской системы, можно записать в виде

dt \ dq / dq
д'Т
dq (5)

.... Рассмотрим машинный агрегат с переменными массами звеньев 
лной степенью свободы, принимая за обобщенную координату угол по­

ворота д=ф, а за обобщенную скорость — угловую скорость q=d) главного 
вала.

Если массы обрабатываемого продукта поступают в рабочую машину 
в функции угла поворота ср звена приведения, то, не ограничивая общности, 
массу nij любого звена и момент инерции J относительно его центра масс 
можно считать функциями угла поворота <р главного вала:

щ,=т/(ф), /s.=/s. (ф), /=1,2, (6)

Свойства этпх функций в каждом конкретном случае определяются 
законами нагружения звеньев массами обрабатываемого продукта и рас­
пределением масс на исполнительных звеньях механизма. В последующих 
рассуждениях инерционные параметры (6) звеньев считаются непрерывно 
дифференцируемыми. Такая идеализация не может охватить всех случаев, 
которые могут встретиться на практике. Однако в широком классе случаев 
приток и убыль масс, как и их распределение на звеньях механизма, реа­
лизуются прп сделанной гипотезе относительно функций (6).

Дифференцируя кинетическую энергию
Г=/п(ф)ю72

реальной и затвердевшей систем, уравнение (5) Лагранжа 2-го рода для 
рассматриваемого машинного агрегата представим в форме

da> dJu (<р) ®2
dt dq> 2

Ма+Л/г+/с(ф) —, (7)

где множитель

(8)

физически может быть использован как приведенный коэффициент плот­
ности инерционных параметров системы в положении ф главного вала.

Правая часть уравнения (7), помимо приведенных моментов Ма, Мг 
активных и реактивных сил, содержит в явной форме выражение 

Мт
дТ
Эф

Э’Т
Эф

Мф) у
•7п(ф)

(9)

для приведенного момента, возникающего за счет изменения и перерас­
пределения масс звеньев. С учетом (8) и (9) оно может быть преобразо­
вано в известпое уравнение И. И. Артоболевского — А. П. Бессонова (3).

Если моменты Л/„, Мг зависят от положения ф и угловой скорости со 
звена приведения,

7ИО=Л/О(ф, ®), Mr=Mr(q. м),

то уравнение можпо привести к виду

-^- = Ж(ф. П+2Иг(ф,Л + ^_7’=М(ф,7’), (10)
«ф /п(<р)

удобному для исследования предельных энергетических режимов (4) дви­
жения машинных агрегатов с переменными массами звеньев.



4. Для широких классов машин Мг(ср, 71)^0. Можно понззгть. чт: пж 
этом топологическая структура и поведение предельных эЕергетг^кзжх 
режимов движения машинного агрегата существенно зависят не т-гдиж 
от характера актпвпых сил. по и от законов нагружения звеньев м.-::ьлз 
обрабатываемого продукта п распределением масс па исполнительных 
звепьях мсханизма.
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В общем случае инерциоппые параметры (6) звеньев машинного агре­
гата, как и их локальные плотности dirij/dq, dJ,,/rfcp не будут периодиче­
скими. По этой причине п прпведеппып момент

Л7(Ф. П=Ю(д. Г .1/ (<(. 7’)+*(ф)//п(ф)Г
всех действующих сил, вообще говоря, не будет периодическим по углу 
поворота ср.

В условиях

J/(q . Л) >0. М (сТ ) | Г -------^4-1 dcp= + °° Уфо^Ю (It)
6 L -Мер) J 

где
Г—жр?. snp {дМ„/дТ}>$,

существует единственный абсолютно продолжаемый предельный режим 
Т^ТосФ) движения машинного агрегата, который, вообще говоря, будет 
криволинейным. К нему по мере роста угла поворота ф главного вала без­
гранично приближается кинетическая энергия Т=Т(ф) любого из воз­
можных движений машины. По этой причине предельный режим 7’=7’0(ф) 
имеет наибольшую теоретическую п прикладную значимость при динами­
ческих расчетах, проектировании п конструировании машинных агрегатов 
с переменными массами звепьев.

Массы обрабатываемого продукта могут поступать к исполнительным 
звеньям п распределяться на них перподпчески с тем же периодом S, что 
п период движущих сил и сил сопротивлений; в этом случае предельный 
режим 7’=7’,:(ср) будет б-поркодпчсскпм (’’).

Пиерцпоппыс параметры (6) звеньев машинного агрегата могут ока­
заться почти периодическими. При равномерной непрерывности их ло­
кальных плотностей dm 'dtp. dJ^/doc предельный режим 7’=7’0(ф) окажет­
ся также почтп периодическим.

5. Можно показать, что в условиях (11)
- <2

Q exp J ( -/., “ а’фС IТ (ф) -Т (ср0) | exp J [ ] d(f
q ' Ср„

ирп любом гли

7= I (фо) —Т’о (ср0) |, О^7’(фо)<7,‘.
Отсюда следует, что в промежутках изменения угла поворота ф главного 
вала, в которых приведенный коэффициент плотности инерционных пара­
метров системы А’(ср)>0 (<0). происходит замедление (ускорение) пере­
ходных процессов поп выходе машинного агрегата па предельный режим 
7=76 (ф).
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