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(Преаставлено академиком А. Н. Колмогоровым 17 III 1975)

Пусть /гцелое, р>п простое, j(x)=a0+ 
по mod р многочлен с целыми коэффициентами

-t-a„x" — бесквадратный

S=
Х=1

S — сумма символов Лежандра.
Хороша известны оценки А. Вейля ('):

|5| <(п— 1) ip,
если п нечети

5+(~) | <(«-2)Vp,

если п четное. В работах (2_4) получены результаты, усиливающие оценку 
А. Вейля для сумм символов Лежандра.

Пусть go; =<■ modр) — многочлен степени п с целыми коэффициен­
тами. Для рациональных тригонометрических сумм с простым знаменате­
лем А. Вейлем ■ доказана оценка

В настоящей : аботе получено усиление этой оценки для частного случая, 
когда п делит р —1 п g(x) =Кхп, где (X, р) =1.

Лемма. Пусть /. и п^З целые, р>п простое, п делит р—1, (Z, р)=1. 
Пусть имеет меете оценка снизу

(П

Тогда справедливы оценки:

если п нечетное, и

если п четное.

Доказательство. Полагаем
п-1 
~9~ так как в противном

случае лемма, очевидно, верна. Покажем, что сумма в (1) действительна.



При нечетном п этот факт тривиален. Пусть п четное, п=2к. Тогда.

/ 'Kxk \ V~1 / х \ / )ххк \
= \ expl2ni— ) + У, ( — ) exp 2л/.----- . (2)

' Р Х Р Р
Поскольку 2к делит р— .1, то легко показать, что первая сумма в (2) дейст­
вительна, а вторая действительна, если 4й делит р— I и чисто мнимая, если 
4Л не делит р— 1. Если 4А: не делит р—1, из оценок

ехр( 2лi£ИР(2.^) !<№-.),>:
следует, что

--------------- 8 (п—1)
1 /.- (// ГГ' -р-<----------- Vn.

9
п—1

Но это противоречит (J) при выорапном q <------ Тр. I.аким образом,
доказано, что сумма в (1> действительна. Кроме того, имеем равенство

(3)
Полагаем, что сумма в (1) положительна. В случае, когда она отрица­

тельна, доказательство проводится аналогично. Неравенство (1) перепи­
шем в виде

Пусть теперь /_ - примитивный характер n-х степенных вычетов mod р. 
Справедливо равенство

Введем обозначения для гауссовых сумм:

Из (4) получим
(5)

Учитывая (3). с помощью простейших преобразований легко показать, 
что при/л*=ц/2

р
(6)

х= 1

где ц определяется из сравнения
c.rs 1 (mod р), 

п 52;=5;„, /n^2/(mod п), 1.
Обозначим действительную часть S, через ф;. Поскольку модуль гауссо­

вой суммы Sj равен фр, то можно написать



<1 7 = 1,1,
где перед i стоит один из знаков + или — (выбор знака зависит 
бора %).

Из (б) получим

Re У, // ' х:-.и) = —{(2ф/-р) ф2;±2ф.Т (р-ф/) (р-ф2у) } =л
“ р

от
(7)
ВЫ-

Положим <|

Продолжим

=1; —7.. Тогда 0<7,=С2]/р и. в силу (5) и (7), 
0<Vj+ ... +q.„._l<q.

жу ( 8). используя новые обозначения

-1 Р ^i+^P Р
Таким образом, кжаведлива оценка

Re JT xTr’-y.) ^Vp -67—372,-.
х= L

■ Записывая число i -мнений Т сравнения
if=х" + р, (mod р)

двумя способами:

получгхем равенство
П-1 р р

j=l х=1 х—1

Просуммируем обе части (9) по j. При п нечетном, используя 
лучим

1 / Тс;'Т~ 1 \ — —5 -- ----- j >(м-1) Vp -9(7,+ ... +л„_1) >(п—1) Vp —9g.
Х=1

Для нечетного п лемма доказана. При четном п имеем

л—=1 д= I х—1

(Ю)

7G2

(8)

(9)

(10)

. по-

Р

Р



П==1

Лемма доказана.
Теорема. Пусть п^8, 7.— целое, р> (lv+'d)/2 (л, р)=1 и п делит 

р — 1. Тогда справедлива оценка
т>

Е/ Тхп \ 13 , , —exp ^2л1-----J — (га—1) Тр +
х=1

■ 1 / i\l/ (n-4) 1
-r — (га-1) |/ p----------- ---------- + — 62 (n),

14 ’ 4 0
где 62(n) равно 1 или 0, смотря по тому, четное п или нечетное. 

Доказательство. Допустим противное: что оценка не выполняет­
ся. Тогда, выбрав

1, ... - :---- --------- —----- 7-. 1 , .
9 = 74

оудем иметь оценку

| J^exp ^2™—) J >(«—1) Vp —q.

Х=1
Если 7=С0, то полученная оценка снизу противоречит известной оценке 
сверху

p

р

| У, ехр ( 2л( | < (п-1) Ур ;

х= 1

поэтому считаем q>0. Согласно лемме, при нечетном п получим, что

Х=1
а при четном п

I V (±Л1) +1 | > („-2)U -12<;> (п—2) У Р+1- "-ТЧиРР + 2.

Но эти оценки противоречат результатам, установленным в работах (2,3). 
Теорема доказана.

Следствие. Пусть с>0 — фиксированное число, р — простое, боль­
шее некоторой постоянной. зависящей от с: п>сУ р — целое, п делит р—1, 
и — целое, р) =1.

Тогда, справедлива оценка

ехр^2ш'-----| <0 (га—1) Уд .
Х--1 $

где 0<1 и не зависит от п и р.
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