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УРАВНЕНИЯ ОБОБЩЕННОЙ ТЕРМ0У11РУ ГОСТИ ДЛЯ ТЕЛ
С ТОНКИМИ ВКЛЮЧЕНИЯМИ

Рассмотрим слом, цилиндр и шар, физико-механические характеристи­
ки которых зависят от координаты £. Если в начальный момент времени 
тепловой поток в неоднородном теле отсутствует, то в случае одномерной 
задачи тепловой поток в рассматриваемых телах определяется из обоб­
щенного закона Фурье (j таким образом:

X
dr], ф(л, т, 7]) = МО

МО
(1)

/..--коэффициент теплопроводности, тд —время релаксации теплового по­
тока, т — время, t — температура.

Подставив (1) в уравнение баланса тепйа, приходим к интегродиффе- 
ренциальному уравнению обобщенной теплопроводности неоднородных тел

~ 7‘7;д " j ii)-^~-^-dr] j = c,(Op(OMw, (2)

•? ::.тя слоя ":='\ для цилиндра m = i. для шара т=2. с- — удельная тен­
ек >:ть. г — да — иш: тн сть источников тепла. /=<??/<?т.

7. :х": th z-hz? Гук.- неравномерно нагретых неодно-
ыкг г-д j .д^н-.нс-: . получим для рассматриваемых

Г ' • .1 1 т / о и, и \ д г— [• ’ — )=^(0«]+P(0u,

(3)

. - моп-v (оз момо

[ l-v(?) ] [l-2v(g) ] ’ l-2v(C) ’
?(ожо

U "[l+v(0J[l-2v(S)]’

E — модуль .другости. v — коэффициент Пуассона, «/ — температурный 
коэффициент .-инейного расширения, 7. и ц — постоянные Ляме.

Если слой, цилиндр и шар содержат инородные включения толщиной 
2h (рис. 1, 2 . физико-механические характеристики рассматриваемых 
кусочно-однородных тел можно представить в виде

p(?)=Pi+(Po-Pi)^(?;), (4)
где

Используя соотношения

5^(т))5+(г])=5. (ц), 5_(ц)5_(ц)=5_(т1),

для функций /(&), ф(2). ф(0, МО, и(0, МОр(О, фигурирующих в 
уравнениях (2), (3). получим представления

794



=Л+(/0-/1)Л'(и), <р(?)==<р1+(ф3-Ч'1)Л7(^,
(T 

4'(X) =Ф1+ ('Фо— Ф1) A,r (?), Ш) =Ai+(ao--Ai)A'(’;) , 
и (?) =!11+(ц0-Ц1)Л' (?),

c((Op(S) =cill,p1+(c/0)p0 — с/1)р1)Л?(5), 

совпадающие по виду с (4); здесь /ъ /о и дл, ср0, па- 
пример, имеют вид

. _ К J (1 - v!) .. _ Ь\,(1 -ус.)
( И-Vi) (1— 2vt) (l+v0) (l"-2v0)

. u) л;= . л (>1 — с) т q ’1
т(1) я

Поскольку толщина включении очень мала по 
сравнению с размерами рассматриваемых кусочно­
однородных тел, в выражениях (5), (4) можно 
осуществить предельный переход при /г-^-0, сохра­ Рис. 2
няя постоянным приведенную теплопроводность

Ло = ^Лг(О) (для слоя р=2й, для цилиндра р=4л/?Л, для шара [3=~-=8л/г(/?2+ 
ш/г2/3)), плотность £2о=(3ро, жесткость на растяжение — сжатие 
включения. В результате для фигурирующих в уравнениях (2), (3) функ­
ций получим представления

б (£-/?)
0) (£) =<И1+ё'0(0

cp(^)=q>i+Ao-^-6i?-/?),

(6)

(D, ,, (0) „ (1) 6С-Й)Ci(b)p(Q = c„ +Q0(c; —KpCt ) z , p(M = pi+Qo( 1~AJ 

где через to(g) обозначено/(£), ф(£), ц(&), MM, причем
1—v0 1—Vi .. а' °

1 + Vo l + vi

(1 + v,) (1—2v.) ’ 4‘ 1—2v

\ . 1 , v к..
, <p =-------------------------- -------

/ * т(0) Т‘

л) at
2v;

Vo
Л ” (1+vo) (l-2v0) Kj,

Vi

(1+V1) (1—2V1) ’
л) ec •>К

Ke=EJE0, Ар=р1/р0, б (ц)-дельта-функция Дирака. '=: —я слоя, 1= 
=2nR для цилиндра и ?=4л/?2 для шара.

Подставив (6) в уравнения (2), (3) и осуществив лиг теренппрование, 
приходим к таким уравнениям с сингулярными коэффициентами обобщен­
ной термоупругостп для тел с тонкими включениями:

о
фДт, ц)бй] = с','

dt(t, ц)
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(7)--------0
L at, 1

(8)

где Ci2=/1/pi, Wi=i|a .И
Для тел, покрытых тонким инородным слоем, уравнения обобщенной 

термоупругости получим, осуществляя в (7), (8) предельный переход при 
R-+Rt.

Если слой содержит пластинчатое включение, срединная плоскость ко­
торого совпадает с плоскостью ж=0, цилиндр содержит стержневое включе­
ние кругового сечения, ось которого совпадает с осью г-=0; шар — малое 
центральное сферическое включение, то уравнения обобщенной термоуп­
ругости получим для этих случаев также из (7), (8) при R-+0. При этом 
для слоя р=2/г, /=1. для цилиндра ^=зт/г-, /=2лг, для шара р— 
l=tnr. Например, для пространства, содержащего инородное пластинча­
тое включение, срединная плоскость которого совпадает с плоскостью х=0 
и в области которого действуют с начального момента времени равномер­
но распределенные источники тепла мощностью qa, имеем следующие 
уравнения обобщенной термоупругости:

J оЧ(х, р) _ _ К__ nU) . J_O
дх-

\
0;с:

что в начальный моментПолагая,
нагрева i, перемещение и и скорость и 
(10) преобразование Лапласа по т, наход: 

d~i - г <Х , (о)

\ . . . Qo
) 6' (х) + 7£p)zt!x=oO^).

(10) 
фемснл температура t, скорость 
равны нулю, и применяя

х-—О

к (9),

где

79fi

dt
-А.—

ах
(11)

!„It

М

„; | '• с и

1<

v

а

и
1 х о г

(12)



L Cj / J ( S / Ci
Переходя в (13) от изображений к оригиналам, находим 

L/U(\x\, T,(jj . / г , , F (ы,
i=k------------ ■------- , и,=^к ( Ri Щт, т, Uy-т- —-

(j\x\ \ L М--
г е* 1' —1 1—<:

*(И- тЖ)- (exp-^-lgb^ 5

I с ri <1 Q I х;
I7

М-—1 L dx(d~Ht п'-(а

у sign x 
(7+6) s2

«1С1
(.O2 7 л 'c(/ bn

-1

]}5-(t-)+c9U) p

x{(-"
11-ФМ

ta'c) [£

n r1)

T T]

/1)2

1
•■) J- -T •

1 2rO
X ' "

/I]2 — Ж2,/С<1)2 T — —

fiCi

Ф (s)=s(s—cZ) (s—Sj) (s—s2), (s) =Ф (s) (s+re), %(s) =
T
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