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Г. В этой работе при весьма общих и довольно естественных предполо­
жениях на собственные значения введенного в работе М. В. Келдыша (*)  
пучка обыкновенных дифференциальных операторов независимо от вида 
краевых условий для любой из класса Ьг мы устанавливаем необходимое и 
достаточное условие равномерной равносходимости разложений этой функ­
ции в тригонометрический ряд Фурье и в биортогональный ряд по какой- 
либо полной минимальной подсистеме собственных и присоединенных 
функций указанного пучка.

* Напомним, что собственная функция и, отвечающая собственному значению 
является нетривиальным решением уравнения й(Л)и=0, а l-я присоединенная функ­
ция ui, отвечающая тому же X, является нетривиальным решением уравнения

I дЦК) 1 dlL(A)
Ь(Л)нг +------------- иг_1+...+---------------- а—О, 1=1,2,...

II дХ П дМ

2 Заказ № 2893, т. 225, № 3

До сих пор для пучка дифференциальных операторов проводилось лишь 
изучение вопросов кратной полноты собственных и присоединенных функ­
ций и вопроса о сходимости обобщенных спектральных разложений для 
функций, принадлежащих области определения рассматриваемого диффе­
ренциального оператора, т. е. обладающих большим запасом гладкости 
(см. работу М. В. Келдыша (*)).  Никаких теорем равносходимости с три­
гонометрическим рядом для разложений по собственным и присоединен­
ным функциям пучка до сих пор установлено пе было.

Примененная нами методика позволила нам при установлении теорем 
равносходимости полностью отказаться от конкретного вида рассматри­
ваемых краевых условий, отправляясь лишь от общих предположений 
об асимптотическом поведении собственных значений и от предположе­
ния о том, что порядок пучка не превосходит половины порядка диффе­
ренциального оператора.

2°. Следуя М. В. Келдышу (‘), рассмотрим пучок порядка m диффе­
ренциальных операторов порядка п

L(T}u~u.* l 2'n'l+pi\x, Х)и<п_1)+ ... +р„-1(ж, X)и'+ [р„(я, Х)+Хт]и, (1) 

предполагая, как у М. В. Келдыша, что рл(ж, X) — полином по % степени 
меньше, чем ктп/п.

Обозначим символом собственные значения оператора (1) на произ­
вольном интервале G с совершенно произвольными краевыми условиями, 
а символом ик — отвечающие им собственные и присоединенные функ­
ции * (при нумерации собственных значений мы допускаем их совпаде­
ние) .
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Ца = (2)

Вместо собственных значении /.,< удобнее рассматривать числа

[ НГ- (-V-) Г",
[ (-Z) -V]|/п, если

[ i -V”]1/", если п

если п четно,

п нечетно, ImV^O, 
нечетно, ImX(t"'<0 

(здесь всюду (геар)1/в=г,/пе'* /и, причем — л/2<ср<Зл/2). Как показывает 
теорема М. В. Келдыша, система всех собственных и присоединенных функ­
ции пучка (1) при выполнении определенных условии является щ-кратно 
полной. Поэтому мы выделим какую-либо подсистему {ик} собственных 
и присоединенных функции пучка (1), являющуюся однократно полной 
в L2(G) и, кроме того, минимальной. Для такой подсистемы {щ} сущест­
вует и притом единственная бпортогопальио сопряженная к ней в L2(G) 
система {pj. Поэтому для любой функции /(ж) из класса L»(G) и любо­
го вещественного р>0 (при условии, что числа не имеют конечных 
точек сгущения) мы можем составить частичную сумму биортогональпо- 
го ряда

* L2(K) — это класс L2(Kj, все элементы которого продолжены нулем за пределы 
компакта К.

** Это неравенство можно заменить неравенством т<п, если общее число присо­
единенных функций конечно.
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ф(ж, /) = у1, (/, щ) -щ(ж). (3)

Для той же функции f(x) составим частичную сумму тригонометрическо­
го ряда Фурье, а точнее, составим модифицированную сумму

с , ,, 1 f sinp(a'—;/)
(ж, t) = — ---- ------ -— ](y)dy,

л w-у)
где х пробегает какой-либо компакт К интервала G, а /{ — достаточно 
малое положительное число. Известно, что на этом компакте К сумма 
Stl(x, /) отличается от частичной суммы тригонометрического ряда Фурье 
на величину, равномерно на компакте К стремящуюся к пулю.

Определение 1. Будем говорить, что для даштой функции f(x) 
биортогональнып ряд по подсистеме {щ} равномерно р а в и о с х о- 
дится с тригонометрическим рядом па компакте К интервала G, 
если разность щ,(х, f)—S»(x, f) стремится к пулю при ц-><» равномерно 
на этом компакте.

Определен и е 2. Будем говорить, что подсистема собственных и 
присоединенных функций {nJ представляет собой след базиса в 
L2(G) в слабом смысле, если для любого компакта К интервала G и 
для любой функции Цх) из класса L2{K) * частичная сумма (3), состав­
ленная по функциям подсистемы {щ}, слабо сходится в к f(x).

Ос повная теорема. Пусть выполнены следующие три требования:
1) порядок пучка ш и порядок дифференциального оператора п свя­

заны неравенством т^п/2 **;
2) коэффициенты pt,(x, пучка (1) являются полиномами по К 

степени меньше, чем km/n, и как функции х принадлежат классам 
Cn-h+l (G);

3) числа Ц/,, определяемые соотношениями (2), лежат в полосе | Im щ < 
«£B=const и, кроме того, для любого вещественного р>0 удовлетворяют 
неравенству

KC=const.
|ик-ц|<1

Тогда для того чтобы для любой функции f(x) из класса L2(G) биор- 
тогоналъный ряд по какой-либо полной в L2(G) и минимальной подси- 



стеле {kJ собственных и присоединенных функций пучка (1) равномер­
но равносходился с тригонометрическим рядом на любом компакте К ин­
тервала G необходимо и достаточно, чтобы подсистема {щ} представляла 
собой след базиса в L2(G) в слабом смысле.

Основная теорема позволяет перенести на случай биортогопалыюго 
ряда по подсистеме {щ} все результаты, справедливые для тригономет­
рических рядов Фурье функций из класса (и, в частности, известную 
теорему Карлесона — Лузина).

Отметим, что основная теорема является новой и для случая линей­
ного пучка т=1, когда все коэффициенты рА не зависят от X, ибо хотя 
в нашей работе (2) и была для этого случая доказана теорема равносхо­
димости с тригонометрическим рядом даже для функции из класса 
мы требовали в этой работе, чтобы функция имела в G компактный носи­
тель и чтобы биортогоналыго сопряженная система {щ} состояла из 
функций, являющихся (хотя бы локально) регулярными решениями 
уравнений для собственных и присоединенных функций сопряженного 
оператора.

3°. Метод доказательства основной теоремы отличен от методов, при­
менявшихся всеми другими авторами, и является модификацией мето­
да, разработанного нами в работе (2) и базирующегося лишь па спе­
циальном виде формулы среднего значения для регулярного решения 
уравнения, которому удовлетворяют собственные и присоединенные функ­
ции. Как и в работе (2), существенную роль играет формула среднего 
значения, установленная в (3) Е. И. Моисеевым, которая при сделанных 
нами предположениях оказывается справедливой в том же виде, что и в 
(3), для собственных и присоединенных функций пучка (*).

Важным вспомогательным результатом является полученная нами 
оценка спектральной функции оператора (1)

0(х, у, ц)= У, Uk(x) ■ViXy).

1ий1<ц

Мы доказали, что равномерно относительно х на любом компакте К ин­
тервала G

(К-
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