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Предметом настоящей работы является изложение результатов иссле­
дования статистических свойств случайных волн, распространяющихся в 
нелинейных средах со слабой дисперсией. В последнее время в теории 
случайных волн получен ряд практически важных результатов (*,2), од­
нако большинство их связано с расчетом спектральных и энергетических 
характеристик случайного волнового процесса. Недавно авторами (3) изу­
чена статистика образующихся в слабодиспергирующей нелинейной среде 
гармоник узкополосного возмущения, а А. Н. Малахов и А. И. Саичев (4) 
предложили метод анализа случайных простых волн, основанный на ки­
нетических уравнениях для функций распределения. Результаты работ 
(3,4) пригодны только для области перед образованием разрыва. Если же 
имеют дело со случайными сигналами, обладающими сколь угодно боль­
шими выбросами, разрывы в волне образуются в непосредственной близо­
сти от входа нелинейной системы. И в этом случае для корректного опи­
сания процесса необходимо исходить из динамических уравнений более 
высокого порядка. В предлагаемой работе рассмотрено изменение стати­
стики случайных процессов, описываемых уравнением Бюргерса. Кон­
кретные выражения для изменения функции распределения приведены 
для гауссова процесса.

Примененный метод вывода функции распределения случайного про­
цесса в нелинейной среде существенно базируется на свойстве эргодиче­
ских стационарных процессов. Это свойство обычпо используется при 
экспериментальном определении статистических характеристик процессов 
и состоит в том, что относительное время пребывания случайного процес­
са v в интервале (к, к+Ак) сходится по вероятности к одпомерной функ­
ции распределения (5>6) •

Рассмотрим отрезок узкополосного случайного процесса и, изображен­
ного па рис. 1. Возьмем па оси колебательной скорости и точку vt и малую 
окрестность Агд вблизи нее; этой окрестности соответствует множество 
Ат*’ (Ak, <pft) на оси т безразмерного времени; x=®(i—х/с0) —сопровож­
дающая координата волны, бегущей вдоль оси х со скоростью звука, <в — 
средняя частота исходного процесса. Ak и <pt — некоторые параметры, от 
которых может зависеть Ак,. Индекс к относится к номеру периода волны; 
индекс v принимает значения 1 и 2 в зависимости от того, находится ли 
значение щ на переднем или заднем скате волны.

Для эргодических стационарных процессов, согласно сказанному выше, 
функция распределения

Д'

^(y()=lim (2лАД^,)~1 у1, Ata<v> (Aft,cpj. (1‘
v;A«=l

Диг--*-0

Покажем сначала, что определение (1) в известных случаях дает пра­
вильный результат. Для узкополосного процесса
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(2>

I % i 1и?(щ) = Иш—-V (А2—1>42)-,/! = — < (42—у?)^'2>. (3)

Й=1
Осреднение в (3) с рэлеевской функцией распределения амплитуды и 
функцией распределения фазы w (ср) = 1/2л приводит к гауссовому рас­
пределению

w(v) = (У2ла)~‘ ехр {—р2/2о2}.

Запись функции w(vt) в форме (1) удобна в связи с тем, что иска­
жение волны наиболее просто описывается на языке изменения 
Дта^ (Лй, <р*, £=0) с координатой х. Закон преобразования величин Дтй'1) 
иллюстрируется рис. 2, построенным в соответствии с известными свой­
ствами решения уравнения Бюргерса для чисел Рейнольдса Re-*°° (').

Наклон прямой x=amvix на этом рисунке с ростом х увеличивается; при 
асоглЖагс sin {vJAK) текущая прямая расположена между прямой 1 и 
осью и. Эта область характеризуется отсутствием разрывов при v=v{ в пе­
риоде с й-м номером как на переднем, так и на заднем склоне волны, и для 
нее

Tftu> = arc sin (Vi/Ak) — ааи{х, т*(2> =n — arc sin (щ/А) — aaViX, (4) 

где вместо xk, вообще говоря, должно быть Ть+фь, но для рассматриваемого 
приближения ф является фактически случайной величиной, и изменением 
начала отсчета времени можно выбрать фА=0.

Из формул (4) следует, что

1+1 ДтГ' |)/Дщ=2(А2-щ2)-71. (5)

Однако, как только текущая прямая займет положение 1, точка гл пе­
реднего склона «наползет» на фронт, расположенный для любых х (из-за 
узкополосности сигнала) при т=0. Проекция Дт11> при этом обратится в 
ноль, а Дт&2) будет по-прежнему расти, так что

62= (ДТд(1) +|Дт'2) I )/Дщ= (A^-v^+aax,

(6) 
arc sin (Vi/Ak) <аа>игХ<л—arc sin (vf/Ak).

Дальнейшее увеличение x приведет к наползанию на разрыв точки 
v=Vi заднего склона волны (положение 3 прямой), и сумма Gn обратится
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в ноль для всех х таких, что

aa>ViX>n—arc sin (щ/ЛА).

Вычисление w(Vi') на основе формул (1), (5), (6) следует произво­
дить по-разному при разных значениях х. Если текущая прямая располо­
жена между осью v и прямой 2 (0<акщя:<л/2), то для всех А из области

Рис. 2. Закон преобразования Ata(v)

w(V) /G

Рис. 3. Нелинейная трансформация функции распределения нормального узкопо­
лосного случайного процесса (сплошные кривые) и его максимумов (штриховые 

кривые) на различных расстояниях z: О (2, 4), л/2 (2, 5), л (3, 6)

(vi, U^v-i/sin (a<>>vtx)) разрыв еще не образовался, а в области амплитуд 
(С7„ °°) на разрыв наплыли только точки переднего склона. В этом случае 
функция (1) равна

= [Gi(A)w(A~)dA + —— f G2(A)iv(A) dA, (7)
л J 2л Jч Ut

где w(A)—функция распределения амплитуды исходного процесса

Когда текущая прямая занимает положение между прямыми 2 и 4 на 
рис. 2 (л/2^асощя:^л), для значений амплитуд А<и{ сумма проекций 
Gi=0 и функция распределения

= J 62(Л)^(Л) dA. (8)

Наконец, если текущая прямая движется между положением 4 и 
осью т, на разрыве оказываются точки щ для всех Ак^и( и в этой области 
W (щ) ==0.

Прежде всего отметим, что для гармонического начального сигнала до 
образования разрыва функция распределения его значений не меняется 
w(v') =л_1(Ло2—у2)-72 (| v | =СЛо — амплитуды волны), хотя сама форма 
сигнала меняется сильно.

В случае исходного гауссова процесса в соответствии с (7) и (8) для 
функции распределения в нелинейной среде получаем

^(V) = JL^i+®[7ctg(zy)] + 4^e-v!ctK2zV|, |У|< —, (9)
27л I 7л •» z
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где введены безразмерные переменные V=p/o]/2 и z=aoaxy2. Нелинейная 
трансформация функции (9) с ростом приведенного расстояния показана 
на рис. 3.

Обратимся теперь к функции распределения максимумов Ат рассматри­
ваемого случайного процесса. Для гауссова процесса эти функции извест­
ны при произвольной ширине спектра (7). Общепринятый расчет интере­
сующего распределения w(Am) основан на знаний функции w3(v, v, v), 
где точка означает временную производную. В нашем же случае узкопо­
лосного исходного процесса можно воспользоваться рэлеевским распреде­
лением максимумов А 0=Лт (,г=0) и законом их изменения для регулярной 
полны (1)

г A zA^n/2,
т I Л0/(%Л0), %Л0>л/2; 1 '

здесь х=ао)ж и/(хЛ0) определяются из уравнения хЛт=агс sm(n„./A) • 
Из условия сохранения вероятности w (Ао) dA0=w (Ат) dAm находим

2Лехр(—A2), гА^л/2,
(2A/sin2 zA) (1—zA ctg zA~) exp (—A/sin2 zA), л/2<зЛ<л.

Функция (11) для разных значений z изображена на рис. 3, А=Ат/в^2.
Таким: образом, результаты работы показывают, что в слабодисперги- 

рующих нелинейных средах вследствие образования разрывов и последую­
щего их затухания происходит рост вероятности малых значений сигнала 
V и его огибающей А за счет уменьшения вероятности больших выбросов. 
Принципиальным является то обстоятельство, что уже при сколь угодно 
малых расстояниях х распределения ш(7) и ю(Л) ограничены со стороны 
больших значений аргументов V и А и интенсивность сигнала V2 меньше, 
чем на входе среды.

В заключение отметим, что изложенный в работе подход можно приме­
нить для анализа изменения многомерных функций распределения сигна­
ла v в нелипейной среде.
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