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1. Пусть {рп(х), п^О} — последовательность полиномов и предполо­
жим, что существует формальный степенной ряд

фСО = у1, фп2”, фп^О, 72=0,1,2,..., (1)

такой, что справедливо формальное равенство

У, ^nPn(x)zn=A{z)^(xg{z)), (2)
-п>0

где A (z) и g(z)/z — формальные степенные ряды с отличными от нуля сво­
бодными членами.

Последовательности полиномов, порождаемые соотношениями вида 
(2), впервые в достаточной общности были изучены в работах Боаса и 
Бака (\ 2). По этой причине, следуя терминологии, принятой в (*, 2), бу­
дем называть (2) обобщенным представлением Аппеля, а порождаемые 
им последовательности полиномов — обобщенными последовательностями 
Аппеля, или, ради краткости, ^-последовательностями. Символом [ф] 
обозначим класс В-последовательностей, допускающих представление (2) 
с фиксированным ф(г). Элементы класса [ф] будем называть В^-последо- 
вательностями. Класс [ехр] был предметом исследований Шеффера (3, 4) 
и Стеффенсена (5, 6); эти исследования были продолжены в недавних рабо­
тах (7, 8). Цель настоящей работы — распространение операторного подхо­
да к изучению последовательностей класса [ехр], предложенного в (’, 8), 
на произвольные ^-последовательности.

Ключевым является определение 1. Соотношения (5), (6) и предло­
жение 4 дают различные характеризации полиномов, определяемых 
обобщенным представлением Аппеля (2) с A(z)=l. П.5 посвящен общим 
^-последовательностям.

2. Пусть РР — кольцо полиномов р (х) одного переменного х над по­
лем нулевой характеристики и 9? — совокупность линейных отображе­
ний £Р в Естественно, что всякий оператор из 9? однозначно определяет­
ся своими действиями на произвольный базис .5s. Пусть {ф„, п^О} — после­
довательность элементов из такая, что ф0=1, ф„=А0, Для каждого

определим связанный с этой последовательностью оператор Ту 
соотношениями

Щ>"=У ге=0,1,2,... (3)
4—1 ф„
Ш —0

Определение 1. Оператор Т^9? называется -оператором, 
если при всех

ЧЕТ=ТА^.
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Определение 2. е1Гоператор Q называется б+ - о п е р а т о р о м, 
если <2;r=const?=0.

Без труда доказывается, что бф-оператор Q понижает степень полино­
ма на единицу и (И=0. Примером 6,(-оператора может служить оператор 
« ^’-дифференцирования»

0ч,а:п=фп-1ж’г“1/фя, п=0, 1,2,..., (4)

где положено ф_1=0.
3. Последовательность полиномов {р„(ж), назовем базисной по­

следовательностью, если рп (ж) имеет точную степень п.
Определение 3. Пусть задан б^-оператор Q. Базисная последова­

тельность {р„(а;), п^О} называется (Q, ф) - б а з и с н о й, если ра(х)=1, 
PnW =0, /г>1, и

<2р„(я:)=ф71-1рп-1(«)/'4>п, п=1, 2, ... (5)

Легко видеть, что для любого б^-оператора существует одна и только 
одна (<2, ф) -базисная последовательность.

Справедливо следующее 
Предложение 1. Если {р„(ж), — (<?, ф)-базисная последова­

тельность для некоторого б^-оператора Q, то для любого

Л1, vpn{x) = V pm(x) pn-m(y), n=0,1,2,... (6)
1|3n

m=0

Наоборот, если базисная последовательность {рп(х), удовлетво­
ряет (6), то она является (Q, ^-базисной последовательностью для некото­
рого б^-оператора Q.

Например, {хп, и^гО} есть (0Ч,, ф)-базисная последовательность ^-опе­
ратора (4).

4. Для любых у^б/~ и р (ж) е.55 определим

Vyp(x) =р(у) (7р

и положим Т/=У0- Легко проверяется, что

V4v=Vv. (8р
Из (8), (5) и предложения 1 вытекает 

Предложение 2. Если {р„(ж), га^О} — (Q, ty)-базисная последова­
тельность б^-оператора Q иТ — произвольный г^-оператор, то

T = ^\-n[yTpn(x)}Qn.

В частности, из предложения 2, соотношений (3) ж (4) следует, 
что

Фг!/=ф(у0Д.

В свою очередь предложение 2 влечет
Предложение 3. Пусть Е — кольцо е,^-операторов, Я —кольцо 

формальных степенных рядов и Q — фиксированный ЕГоператор. Тогда-, 
отображение

Т = ^t(z) = У, фХл”
п>0 п>0

является изоморфизмом Е и Я..
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Следствием последнего утверждения является
Пр едложение 4. Если {р^х), ri&zQ} — (Q, ty)-базисная последова­

тельность 8^-оператора Q, то

tynpn(x) zn=ty(xq-' (z^,
n>0

где q~l (z) — формальный ряд обратный к

qtz)
п>0

5. Из предложения 3 видно, что е^-оператор S обратим тогда и только 
тогда, когда S^const^O. Пусть заданы обратимый е^-оператор S и ^-опе­
ратор Q с ((?, гр)-базисной последовательностью (р„(ж), тг^О}. Рассмотрим 
базисную последовательность

sn(x)=S-lpn(x), 72=0,1,2,... (9)

Поскольку, как это следует из предложения 3, е,|-операторы коммутируют 
между собой, то последовательность (9) удовлетворяет соотношениям

s0 (х) =const#0, Qsn (ж) =lf„_1Sn_1 (ж)/^,,, 72 = 1,2,... (10)

Наоборот, если для некоторой базисной последовательности (5„(ж), 
72^0} и некоторого 6ф-оператора Q с ((?, if)-базисной последовательностью 
{рп(х), 72>0} выполняются соотношения (10), то имеет место (9).

Определение 4. Базисная последовательность {s„ (х), 72^0} на­
зывается 5,гп оследовательностью, если для некоторого бф-опе- 
ратора Q с (Q, if)-базисной последовательностью {р„(ж), иЭ»0} она удов­
летворяет (10).

Имеет место следующий аналог предложения 2:
Предложение 5. Если {s„ (х), тг>0} — В ^-последовательность отно­

сительно {^-оператора Q и обратимого г^-оператора S, то для любого ^-опе­
ратора Т при всех и р (ж)

TWvp (ж) = y\tynsn(y)QnSTp(x).

В частности, при T=S~l и у=0 из предложения 5 следует, что

5-‘ = ]Г1М„(°)(?П- (И)

Верно и предложение, обратное к предложению 5:
Предложение 6. Если для некоторых &гоператора Q и обратимо­

го ^.-оператора. S базисная последовательность (ап(ж), тг^О} удовлетворяет

Wyp(x) = y'^nsn(y)QnSp(x')
n>0

для любых и р(х')^3\ то эта последовательность является В^-после-
дователъностью.

Применение оператора S~' к обеим частям равенства (6) показывает, 
что ^-последовательность, определяемая (9), при любом удовлет-
воряет

Wysn(x)= У, —^”----sm(a:)pn_m(y). (12)

m=0

Из предложения 6 и соотношения (12) следует
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Предложение 7. Последовательность {s„(.r), является
В ^-последовательностью тогда и только тогда, когда выполняется (12), 
где {рп(х), тг^гО} — ((>, if>)-базисная последовательность некоторого 8^-опе- 
ратора Q.

Из предложений 2 и 3 вместе с соотношениями (9), (10) и определени­
ем 4 вытекает следующее (ср. с (2))

Предложение 8. Последовательность {s„(.z), //>0} является 
В ^-последовательностью относительно 8гоператора Q=q(Q^ и обратимого 
г,Гоператора 5=я(0ф) в том и только том случае, если

tynsn(x)zn=ty(xq \z))/s{q 1(z)),

где q~l — формальный ряд, обратный к q.
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