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Одно из основных допущений, которое принимается для построения 
реологических моделей турбулентного течения, состоит в предположении 
о наличии в каждой точке потока связи между тензором рейнольдсовских 
напряжений <—pnfUj> и тензором скоростей деформаций осредненного те­
чения e,j=1/2(Vit7j+УД;). Как правило, в качестве дополнительного пред­
положения принимается условие, что эта связь носит линейный характер 
и что при равенстве нулю тензора скоростей деформации осредненного 
течения девиатор рейнольдсовских напряжений также обращается в нуль.

Буссинеск (*), который одним из первых предложил модель подобного 
рода, ввел понятие турбулентной вязкости, считая, что она является ска­
лярной величиной. Однако эксперименты показали, что турбулентная сре­
да по различным направлениям характеризуется различными значениями 
коэффициента турбулентной вязкости. Поэтому в ряде других работ, на­
пример работах А. Н. Колмогорова, А. С. Монина (2,3), для описания связи 
между рейнольдсовскими напряжениями и скоростями деформации осред­
ненного течения использованы тензоры четвертого ранга, обобщающие по­
нятие турбулентной вязкости. Но и в этом случае реологические модели 
дают довольно грубое приближение к действительности, так как приводят 
к дополнительным ограничениям, которые не выполняются в реальных 
потоках.

Действительно, при сделанных предположениях для несжимаемой жид­
кости зависимость между тензорами <ри4н,> и имеет вид:

<puV> =2/3p£g4— рА{*1еы, (1)

где — компоненты метрического тензора, £,=1/2<n'u,> — энергия турбу­
лентных пульсаций, A’}!“ — тензор четвертого ранга, эффективно характе­
ризующий свойства турбулентной среды. Этот тензор удовлетворяет усло­
виям

(2) 

и может зависеть произвольным образом от инвариантов тензора еи.
Равенства (1) показывают, что при конечных А'1Ы в тех точках турбу­

лентного потока, где компоненты тензора вы обращаются в нуль, равны 
между собой диагональные элементы тензора (ри'иО. Такой вывод не со­
гласуется с экспериментальными данными для реальных турбулентных 
течений: например, па оси плоскопараллельного потока между двумя не­
подвижными пластинами еы=0, но (.рщиД = <.ри2иД=<ри3и3> (4). Больше 
того, несложный анализ реологической модели (1) показывает, что имеет­
ся еще ряд несоответствий этой модели с экспериментальными данными. 
Для того чтобы выявить эти несоответствия, рассмотрим более подробно 
вопрос о возможной структуре тензора Аг1М. В общем случае нет оснований 
считать, что турбулентное поле скоростей должно быть изотропным. Поэто­
му рассмотрим, какой вид может иметь тензор А'1Ы для различных случаев 
анизотропии. При этом естественно ограничиться только группами симмет­
рии типа текстур.

Общий вид тензоров до четвертого ранга включительно для любой груп­
пы симметрии приводится в работах (3,6). Для анизотропных текстур, при 
выполнении условий (2), эти тензоры имеют вид:



а) для текстур класса т •00 : т, °° : 2, °° -т

Ai3kl=kl(gikg:i+gilgik—2 / 3gi3gkl) +к>(п{п^’‘1—‘/.ig’-'g'1') + 
+к3(п{п3пкп1—i/sg^nkn1) +

+кк (gikn'nl+giln;nk+g’kninl+giln'nk—k/■lgiinhnl), (3)

б) для текстур класса : m и :
Aiik'=AiJkl(m-°o : m) +k5(g'kQil+gilQik+g3,Qik+gjkQil) + 

+кв(п‘пк&л+п}п*&а+п*п101к+п*п1£2л); (4)

здесь rr — компоненты единичного тензора, характеризующего анизотро­
пию, тензор QIJ в кристаллографической системе координат равен Егзкпк, 
где Е‘>к — тензор Левн — Чивита.

В случае плоскопараллельного потока между двумя неподвижными пла­
стинами отлична от нуля единственная компонента тензора скоростей де­
формации е23 (ось х3 направлена по потоку). При определении анизотропии 
этого течения естественно предположить, что вектор направлен по оси 
потока. Тогда непосредственной проверкой можно убедиться, что для всех 
рассматриваемых видов симметрии нормальные компоненты тензора рей- 
польдсовских напряжений равны между собой не только па осп течения, 
но и в любой другой точке потока.

Для устранения этих несоответствий рассмотрим линейную зависи­
мость между тензорами (рв’иЧ и еы в более общем виде

<puW'> =73р£^—рЛу— pAiikleu, (5)
где А'3—тепзор второго ранга, симметричный по индексам i и /, а также 
удовлетворяющий условию gi;-4ij=0. В случае анизотропных текстур этот 
тензор имеет вид

Aii=k(nini— 73g’'J).
Для рассмотренного выше плоскопараллельного течения несжимаемой 

жидкости между двумя неподвижными пластинами модель (5) дает

<piz1H1> = <pH2iz2>=2/3p£'+1/3p7c, <pw3w3>=2/3p£'—2/3р4’,
(6) 

<ри1нг>=<рП11г3>=0, <piz2w3> =— 2р (ki+k-k) е23.

Сравнение с экспериментальными данными (4) показывает, что соотно­
шения (6) в точности выполняются на оси потока и хорошо отражают кар­
тину течения вблизи лее. При этом, чем ближе рассматриваемая точка к 
стенке трубы, тем больше различие между <patiij> и <ри2м2>. Следовательно, 
реологическая модель (5) также налагает дополнительные, хотя и менее 
жесткие условия. Приведенные аргументы показывают, что связь между 
рейнольдсовскими напряжениями и скоростями деформаций осредненпого 
течения должна быть нелинейной. Согласно теореме Гамильтона — Кэлли, 
самый общий вид такой связи может быть представлен равенствами

<piiiui'> =г/зрЕ gi3—р4°—рА'л1еы—pAilk,mn еметп; (7)
здесь АгзЫтп -- тепзор шестого ранга, удовлетворяющий условиям

тп

Общий вид таких тензоров для всех видов текстур получен в работе (’). 
Эти тензоры имеют довольпо громоздкий вид, поэтому приведем сразу 
окончательную форму соотношений (7). Для текстур класса т и °° они 
имеют вид

<pHizr>=2/3pA,g/i— рк(п'п}— ’/3gij) —2рк^к£'еы— 
—2pk2(gikn3+g^n3—г13gi!nk) п'ем—рк3(п'п3— пкп1ем—

—2рА4 (g!'1Qi'+g*Qii) e„i—2рк3 (п*пк£1з1+п}пк&и) еи—
—pk3(gikg>m+gimgik—2!3gi3gkm)g'nеыетп—ркз(п3п3 j^g'3) glnnkrimеыетп—
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(8)

-pk>(nif+nif-2lsgl>ni)n,n''nneuemn-flkt(nini-'l3f)f"fetle„- 
-pkiOgikgilnmnneklemn—pklil(tgi’'gil+gingi,—2lsgiigln)nhnmeiaemn— 

-pk^rfn1— 73g«) nhnlnVe„e„- pki3 (nigim+nigim—2/3gi2nm) g'^e^e,,,^ 
-pku(QY+Q Y)nmnneklemn~pki3^g^+9Jhg^ п1птеыетп -

— p7r16 (Qihgin+Qikgin) g!mehlemn.

Если положить в этой формуле ^=^=^=^=^—0, то получим нели­
нейную связь между тензорами для текстур классов т-°° : т, <» : 2, оо-т. 
Оставив отличным от нуля в квадратичном члене только выражение при 7с6 
и положив 7с=7с2=7с3=7с4=А'5=О, будем иметь случай изотропии.

Анализируя равенства (7), (8), можно убедиться, что в случае изотро­
пии пе удается избежать тех несоответствий модели эксперименту, о кото­
рых говорилось выше. Поэтому связь между тензорами <ригн’> и еы должна 
быть не только пелпнейпой, но и анизотропной.

Для плоскопараллельного турбулентного течения между двумя парал­
лельными пластинами равенства (7), (8) дают следующие соотношения:

<piz1ti1>=2/3p£’+i/3p7r+1/3p (47c6+7c7+27r9+27:i1+27cJ3) е232, 
<ргг2н2> =2/3р£’+1/3р7с+1/3р (— 2/с6+к-+2к9—47си-Г27с13) е23г,

(9) 
<рм3и3>=2/3р7?—2/3р7с—7зр {2кй+2к1+^к9—2/с11+47с13) е232, 

<ргг1м2>=—2р(А:13+7:16)г2з2, <ри1гг3>=0, <рн2гг3>=—2р(к1+к3) е23.

В рамках модели, определяемой соотношениями (9), можно дать ка­
чественное объяснение всем экспериментально наблюдаемым фактам при 
турбулентном течении в плоском канале. На оси канала, где компонента е22 
равна пулю, из соотношений (9) следует, что компоненты <рщщ> и <рн2п2> 
равны между собой и отличны от <рн3н3):

<ри1гг1> = <рн2п2>=2/3р7?+1/зр7с, <ри3п3>=2/3р7Г—2!3рк. (10)

Этот результат находится в полном согласии с экспериментальными дан­
ными (4). Если положить входящий в формулу (10) коэффициент к рав­
ным — то получится другой результат:

<piz1u1> = <pH2w2> = 1/2p77, <pw3ir3>=pE, (11)
также известный из наблюдений.

При смещении рассматриваемой точки с оси потока и приближении ее 
к стенкам капала равенства (11) нарушаются за счет квадратичных отно­
сительно тензора скоростей деформации членов, которые дают неодинако­
вый вклад в нормальные компоненты рейнольдсовских напряжений.

Сравнение с экспериментальными данными выражений для компонент 
<ри1п2> и <puiu3> тензора рейнольдсовских напряжений показывает, что ко­
эффициент (Ащ+Ащ) должен быть весьма малым, поскольку в пределах 
точности измерений получается, что <pui«2> тождественно равно пулю во 
всей области течения. Для касательного напряжения <ри2п3> в данном слу­
чае получается выражение, по внешнему виду не отличающееся от обычно 
используемого.
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