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С. II. КРУЖКОВ

ЗАДАЧА КОШИ — ДИРИХЛЕ ДЛЯ УРАВНЕНИЙ 
ГАМИЛЬТОНА — ЯКОБИ ТИПА ЭЙКОНАЛА

(Представлено академиком В. С. Владимировым 20 V 1975)

В области Q m-мерного эвклидова пространства R с границей 6Q рас­
сматривается уравнение

f(x, и(х), их(х))=п2(х, п)>0, (1)
где х=(х1,... ,хгп), их=(иХ1,... ,иХт), функции п(х, и), f(x, и, р), р= 
= (р^ ...,pm), непрерывны в области QX7?)X/?m, причем

f(x, и, 0)^0 в QX7?! (2)
и на любом компакте в QX7?iX/?m

inf?2(z, u)>0, sup [п(х. и)+ \j(x. и, р) | ]<а>. (3)
Предполагается также, что функция j(x. и. р) выпукла книзу по р: V.t-==Q, 
tte/Zi, р и &p^R,„

j(x. и, р-Ар) —2f(x, и, р) +f(x, и, р+Ар) ^0, (4)
а функция Н(х, и, p}=j{x, и, р)—п2(х, и) монотонна по и: p^Rm,
U^Uz

H(x,ut, p)>H(x,u2, p). (5)
Типичный представитель рассматриваемых уравнений — классическое 
уравнение эйконала в геометрической оптике (см. (*)):

* Исследование задачи (8), (7) представляет самостоятельный интерес, ибо воз­
можная сильная нелинейность функции /(г, и, р) по р исключает применение из­
вестных результатов теории задачи Дирихле для нелинейных эллиптических урав­
нений.

| Кх| : = 72:=COnst>0. (6)
В настоящей работе построена нелокальная теория обобщенных реше­

ний задачи Коши — Дирихле для уравнения (1) в Q с начальным — крае­
вым условием

и|а<г=ф (/а)
и условием на бесконечности в случае неограниченной области Q:

00 при |ж|-^о°, Л'ЕО (76)
или

и(х) — св (х) ->-0 при |re[ —зеО, (7в)
где w(z) — некоторое гладкое в QP {| х | ^Д7} решение уравнения (1).

Двойственность в названии задачи объясняется тем, что эта задача 
Коши для уравнения первого порядка по свойствам и методу построения 
решений родственна задаче Дирихле для уравнения Лапласа.

В работе введено понятие обобщенного решения задачи (1), (7а) (пли 
(1), (7а), (76) пли (1), (7а), (7В); коротко - о.р. (1), (7)), установлены 
теоремы существования, единственности, устойчивости решений. О.р. (1), 
(7) и (.г) построено путем предельного перехода при +0 по решениям 

(.2’) соответствующих задач Дирихле для нелинейного эллиптического 
уравнения

f(x, и, их)=п2(х, и)—еЛи, e=const>0, (8)
где А —оператор Лапласа *;  одновременно здесь получены оценки скорости 
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сходимости и*  к и(х). Такой метод построения решений находится в пол­
ном соответствии с принципиом определения геометрической оптпкп, ос­
нованном на коротковолновой асимптотике решений системы Максвел­
ла (').

В случае уравнения
7(0 = 1, /(0)=0 (9)

соответствующее о.р. (9), (7) представляется в явном виде, что позво­
ляет сравнительно легко обосновать в рамках данной теории принципы 
Ферма и Гюйгепса. Физические аспекты построенной здесь теории и ее 
отношение к теории оптимального управления и теории игр предполагает­
ся обсудить в других публикациях.

Отметим также, что близкими методами задача Коши для другого (но 
родственного) класса уравнений Гамильтона — Якоби была исследована 
в (2-7).

1. Понятие обобщенного решения: теоремы единст­
ве и и о с т и и устойчивости. Будем обозначать через 3? {3)) совокуп­
ность функций и (ж), определенных на множестве 3)~Rm и удовлетворяю­
щих условию Липшица на любом ограниченном его подмножестве. Ска­
жем, что функция и(х) из 3 (ЗУ) принадлежит классу устойчивости 
Е(ЗУ), если Ух, х+/\х, х—Ах^З), Аж^О

Д2и
|Дж|2

и (ж+Дж) — 2и (х) —и (ж—Дж)
I Дж|2

S=X(0)=const. (Ю)

Определение. О.р. (1), (7) называется функция lifzJe/T’fQ), 
удовлетворяющая уравнению (1) почти всюду в Q, принимающая задан­
ные граничные значения п на любом компакте 3)<=У2 принадлежащая 
к Е(ЗУ).

Теорема УО.р. (1), (7) единственно.
Теорема 1 вытекает из следующего предложения об устойчивости о.р. 

(1), (7) относительно изменения граничных данных.
Теорема 2. Пусть ик— о.р. (1), (7) с граничными данными <pft, 

соответственно, /г=1, 2. Тогда
sup I»! — U2 I sup | ф1— ф2|+1пП sup I CDi — И2|. (И)

Основные моменты доказательства теоремы 2 приведем здесь для слу­
чая уравнения эйконала (6) и ограниченной области Q. Пусть 
{ukh, к=1, 2} — последовательности дважды гладких в Q функций, равно­
мерно сходящихся в О. при 7г-»-0 к функциям и.х, причем (О)х-*  (О*  по 
метрике Li(Q) и в соответствии с требованием (10) (O)xi.v{>const равно­
мерно по h в любой строго внутренней подобласти (такие последователь­
ности можно построить, напрпмер, при помощи средних функций). Легко 
убедиться, что при любом фиксированном а > 0 функции и,'1, построенные 
по функциям иУ по формуле v=va(u) =ос_1[ехр (ап)—1], удовлетворяют 
уравнениям | щ|2 = /г2(1+ап)г+О(ж), где р(1',(ж)->-0 при h->-0 по норме

Рассмотрим теперь функцию иУ=и11—v2h в фиксированной подобласти 
Q-.-L*  с кусочно-гладкой границей {.хеО; dist (ж, 3Q)<6}. Поскольку 
равномерно по h (vkh) xi.rt>C6=const в Q5 и l+aO^c(a) =const >0 в Q, то 
функция гг'1 удовлетворяет в Q5 уравнению

ah (ж) • wxh=bh (ж) (12)

где bh(ж) Ssconst > 0 равномерно по h, div я'1>2тСб, при по нор­
ме L^Q). Пусть s — натуральное число; умножим уравнение (12) па 
(w/)2s_1 и проинтегрируем по Q.-,. Преобразовав левую часть при помощи ин-
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(13)

тегрировапия по частям, находим, что при s^s0(6)
J \ wh\2sdx-^Mi J \ wh\2sdc+M2(&) У l^ldx,

Йб dQ& Q

где Mi не зависит ни от h, ии от s, а М2 не зависит от h. Устремляем h к О 
в (13) и извлекаем корень степени 2s из обеих частей полученного нера­
венства для w=Vt—v2, vk=va(uk). В пределе при s->-°° получаем далее, что

max!«,'!Cmaxl ml. (14)
ао аао

Переходя в (14) последовательно к пределам при б-*0  и а->-0 и заметив, 
что и=иа(и) ->и при а-* 0, выводим утверждение теоремы.

2. Теорема существования; обоснование метода ко­
ротковолновой аппроксимации. Для простоты формулиро­
вок ограничимся здесь рассмотрением задачи (9), (7) в ограниченной об­
ласти <2, предполагая, что )(р)еС2’а, матрица 1ЩгДр) 11>0 и что f(p)-+ 
->+°° при |р| -*°°;  здесь (7) = (7а).

Теорема 3. Для существования о.р. (9), (7) необходимо и достаточ­
но, чтобы нашлось такое непрерывное по Липшицу продолжение функции 
<р из (7) на Q (сохраним за ним обозначение ср), что почти всюду в Q 
/(фх)^1.

Необходимость указанного условия очевидна. Для доказательства 
достаточности предварительно регуляризуем функцию <р (продол­
жение) и границу области Q при помощи малых возмущений (в опреде­
ленном смысле) таким образом, что регуляризованные <р и д(.2еС\ причем 
/(фх)<1 в Q (эта операция допускает физическое толкование)

Теорема 4. При достаточно малых е+е.о существует единственное 
решение и*  (х) eC'4(Q) ПС2(£2) задачи Дирихле для уравнения (8) (где 
п=1, а функция f=f(их) может иметь сколь угодно быстрый рост) с гра­
ничным условием (7), причем в й

| и81 +1 ихе j <с, д'и'Чд1дг^—с; (15)

здесь (как и всюду далее), через с обозначены различные константы, не 
зависящие от е, а через I обозначено любое (фиксированное направление 
в Rm. Можно указать такие числа р=с<^(0. 1) и v=ce(0,1), что Vg,, е,е 
е(0, s„)

maxi ие‘—и*31 s=c (et+e2)
□

(16)

Теорема 5. При е-> +0 функции иДх) сходятся к о.р. (9), (7) со 
скоростью, характеризуемой оценками (16).

Для доказательства теорем 4 и 5 сначала при помощи барьеров 
и принципа максимума получаем априорные оценки (15), первая из кото­
рых позволяет установить теорему существования решения задачи (8), (7). 
Пользуясь оценками (15) и применяя методику доказательства теоремы 2 
для оценки функции ие'—ие- в норме Ls, находим, что при достаточно боль­
шом s^c

1 | и81—ц'!| (84+62). (17)

Оценки (16) следуют из (15) и (17) вследствие интерполяционных не­
равенств (см. (5), стр. 407, 408). Полученные результаты позволяют пе­
рейти к пределу при е-*0  в уравнении (8) по метрике Л4(й); ясно, что 
в силу второй оценки в (15) и(х) = 11тис(х)^Е(Л)), 3)=3)<^Q.
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3. Формула для о.р. (9), (7). Принципы Ферма и Гюй­
генса. Пусть функция f(p) удовлетворяет условиям предыдущего раз­
дела, а граница dQ выпуклой области Q компактна. Введем оптическую 
длину гладкой кривой yTz={x: г=г(т)еО. 0гДт=£1}, соединяющей точки 
у=ж(0) —начало и z=x(l) —конец:

сЦуГя')— [ max x{x)-p]dx. (18)
р'.

о

Нетрудно видеть, что для случая, когда уГг —отрезок с началом в у и 
концом в z,

</(уГг)=Ф(г—у), Ф(ж)^ max х-р,
р: /(р)=1

причем функции ±Ф(±ж) являются гладкими решениями уравнения (9)т 
Ф (х) >0 при х¥=0 и, вообще говоря, Ф (ж) =^Ф (—х).

Теорема 6. Для существования о.р. (9), (7) необходимо и достаточ­
но выполнения условия

ф(я)—ф(у)=5Ф(.г—у) Vx.yesdQ. (19)

При условии (19) о.р. (9), (7) представимо формулой

и (ж) =тах [ф (у)-Ф (у-х) ].
у е д!2

Теорема 7. Пусть ф=0. т. е. <9Q совпадает с положением волнового 
фронта в момент времени t=0. Тогда Ух, z^Q

и(х)—u(z)^d>(x—z)sid(zrx) VzVx<=Q (20)

и любой гладкий кусок поверхности уровня п(х) =—ci=const совпадает 
с частью огибающей семейства овалоидов {x^R,„: Ф (у—х} —ct, y<sdQ}.

Неравенства (20) и последнее утверждение теоремы 7 представляют 
собой принципы Ферма и Гюйгенса соответственно.

Замечание. Подчеркнем, что применяемый здесь метод построения 
обобщенного решения задачи (1), (7) аналогичен методу «исчезающей вяз­
кости» в гидромеханике, а также методу стохастической аппроксимации де­
терминированных процессов в теории динамических систем и в теории 
оптимального управления.
Московский государственный университет Поступило
им. М. В. Ломоносова 10 IV 1975
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