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Е. С. ЛЕВИТИН

К ЛОКАЛЬНОЙ ТЕОРИИ ВОЗМУЩЕНИЙ ЗАДАЧИ 
МАТЕМАТИЧЕСКОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ В БАНАХОВОМ 

ПРОСТРАНСТВЕ
(Представлено академиком Л. В. Канторовичем 4 VI 1975)

В банаховом пространстве X рассматривается минимизация функцио­
нала F^x) при ограничениях: i=l,..., m, g(z)=0, где ГДх),
i=0, 1,. . ., тть,~ вещественные функционалы в X, g(x) — оператор из X в 
другое В-пространство Y. Эту задачу будем называть исходной. Пусть 
задано возмущение исходной задачи, т. е. задано метрическое про­
странство Й, точка й,-ёО и на АХО определены вещественные функцио­
налы Ё\(х, со), с=0, 1,..., in, и оператор g(x, и) со значениями в Y, при­
чем Fi(x, ае) ^0, г=0^1,..., m, g(x, соо)=Ю. Положим

F,{x, со)=Е;(а:)+Л(а:, cd), i=0, 1,..., т, g(x, со) =g(x)+g(x, со). 
Обозначим <?(со) ={х<=Х: F^x, со)=£0, 1=1,.... т, g(x, со)=0}. Задачу ми­
нимизации функционала Е0(х, со) на множестве Q (со) при фиксированном 
соей будем называть возмущенной задачей, а функционал р (со) = 
= inf F(,(x, со), если <2(со)=^0 (если <?(со)=0, то положим ц(со) =+<Х), 

xeQ(ai)
будем называть функцией возмущения.

Пусть х? — какое-либо из решений исходной задачи, г>0

Qxa, r(co) ={^е<2(со): ||ж—Zoller}, цХ0,г(со)= inf F^x, со).
xt=Qx , r(w)

Функционал цто, r(co) будем называть локальной функцией воз­
мущения. Ниже везде предполагается, что:

(I) в некоторой окрестности точки х„ функционалы F-Ax) и оператор 
g(x) дифференцируемы по Фреше, причем градиенты Фреше Fix(x), 
gx(x) удовлетворяют условию Липшица;

(II) точка х0 регулярна для ограничений исходной задачи, т. е. опера­
тор gx(x0) отображает X на все Y и существует х^Х такое, что gx(xo)x=O, 
<Fix(x0). хХО, если се/(жо) = {1^7Xm: J’j(zo)=O};

(III) существуют di>0, d2>0 такие, что если рй (со, со0)
max[lk'—т0||, \\x"—x0\\]^d2, то

| Fi (х0, со) | СЛр« (со, (Оо), | Fi (х', со) — Ft(х", со) |
^Bi\\x'—ж"||р«(со, coo), i=0, 1,.... т, IlgC^o, ®)||С

^Арй(со, coo), llg(a:/, со) —g(x", со) а:"||рп(<о, <в0) I!,
где A,, A, Bi, В — положительные константы.

Лемма (об оценке расстояния). Существуют такие dt>Q, d2>0, r>0, 
ОО, что если ра(со, со0) то множество Qx,. и для любого х из
шара Ца:—х0Ц*£Мг

m
dis (х, Qx„, г (со)) =~ inf || a: — t||<c|V ^(^ ®) + к(^’ ®)Ц}

жеОХо! Г (“) i=l
(здесь и ниже а+=тах[а, 0] для любого числа а).

Из леммы следует, что существуют такие d>0, т>0, что в шаре 
р (cd, co0)^cZ функция Цх», г (со) удовлетворяет условию Липшица.
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Для любого Х= («1,..., ат, у*) ^R"'XY‘ положим
т

L (х, X) =F0 (х) —F„ (ж0) + «iFj (ж) +</, g(z) >,
i=i

L(x, &,X)=F0(x, и)+^2 a-iFitz, ®)+</,#(£, ®)>,
i = l

L (ж, co, X) =L (ж, X) +L (ж, и, X).
Как известно из необходимых условий минимума, множество

Л(ж0) = {Х= , ат, г/*): а.->0, аЛ (ж0) =0,
i=l, . .., m, ЬДжо, Х)=0}^

(можно показать, что Л(ж0) — сильный компакт в 7?"'ХУ’).
Теорема 1. Существует г>0 такое, что при

Рх„, r(co)^F0(^0)+ sup £(ж0, со, Х)+О(1)ра2(и, ю0).
Х = Л(х0)

Теорема 2. Пусть Уц>0 Эе=е(х0, р)>0 такое, что если ||6ж||^е, то 
Т(ж0+6ж, Х)+т]о(х0+бж)>0 \'/.еЕЛ(ж„), (1)

где о(ж0+6ж) = [.F0(r0+6x) — Fo (ж0) ]++Е Fi+ (ж0+6ж) +||^(ж0+бж) |[.
?=1

Тогда существует г>0 такое, что при со-*соо
|.и„Лос)>Х'0(ж0)+ sup £(ж0, ®,Х)+о(рй(<а, со0)).

ХеЛ(хо)

Замечание. Условие (1) является достаточным (но, вообще говоря, 
не необходимым) для того, чтобы ж0, в которой Л(жо)¥=0, была точкой ло­
кального минимума исходной задачи (условие (1) тривиально выполнено, 
если при каждом фиксированном ХеЛ(ж0) функционал Т(ж, X) выпуклый 
по ж в некоторой окрестности точки ж0). Необходимым для локального 
минимума в регулярной точке ж0, в которой Л(жо)=^0, является следую­
щее условие (см. (2)): Уц>0 Эе=е(ж0, ц)>0 такое, что если ||6ж||^е, то

sup L(xa+8x, X) +гщ(жо+бж) >0.
ЛеЛ(хо)

Поэтому условие (1) выполнено, если множество Л(ж0) состоит из един­
ственной точки Хо=( {сх;0}, г/о*); для этого достаточно, а если а,°>0 для 
г'е/(ж0), то и необходимо, чтобы

|| У’ 1*^*||>0’ если V, 1««1 + Н/11>0.
isi(x0) ге!(х0)

Теоремы 1 и 2 обобщают результаты, полученные в (‘), на возмуще­
ния, не дифференцируемые по св (в смысле Фреше). В частности, если 
возмущения Fi(x0, со), г=0, 1,..., m, g(x0, со) имеют в точке со0 производ­
ную по любому направлению й, то из этих теорем легко следует формула 
для производной по направлению Со функции ци, г(со) в точке соп.

Скажем, что для исходной задачи в точке .г0 выполнено у синенное 
достаточное условие второго порядка, если Э7?>0, е>0 и 
х>0 такие, что если [|бж||^е, то УХеЛ(ж0)

Л(ж0+6ж, Х)+7? | [ (^(жо+бж) — (ж0)) + ]2+ У, [7?г+(ж0+6ж) ]2~г

2 = 1

+ ||§(ж0+бж) II2|^и||бж||2. (2)
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Это условие всегда выполнено, если конус
КДх») = {х<^Х: <Fix(x0'), ж>=5=0, се {0} U7(cr0), gx(^o)S=0} = {0), 

где I(ж0) Fi(x9) =0}. Если же А"(л;0) ^4 {0}, то условие (2) экви­
валентно существованию x’i>0, е4>0 таких, что Л(ж0+6а:, /.) ^Xill&ril3 
VAeA(a?0), Ьх^К(ха). ЦбжЦ^е. Если К(ж0)Ф{0}, множество Л(жп) состо­
ит из единственной точки %°, то условие (2) эквивалентно ^-достаточности 
° точке Хо с у(ба;) =||6ж||2 (см. теорему 5.2 из (2)).

Пусть K(xA)X{Q}, существует е>0 такое, что если ^х^КЛх ,̂ ЦбжЦ^е, 
то Е;(ж0+ба;)^Е{(л:0)+<Е{х(а:0), б.г>+о(||бж||2), (например, для i^ICx^ 
(Ьункционалы Fi(x') являются выпуклыми на К(х0)). Далее, пусть g(x) = 
=Ах—Ъ, где A^S’lX-^Y], b^Y. Наконец, предположим, что существуют 
такие а>0, е>0, что Ео (ж+бж) >Ео(;Го)+<А0х(.г0), бсс>+а||бгк||2, если бже 
^К(х0), ||бж||=^е. Тогда в точке х0 выполнено усиленное достаточное усло­
вие второго порядка, хотя при этом множество Л(ж0) не обязательно со­
стоит лишь из одной точки.

Теорема 3. Пусть в точке ха выполнено усиленное достаточное усло­
вие второго порядка. Тогда существует такое г>0, что если ж(со)еХ,

||ж(®)— Жо11<г, АДаДсо), со)«20(1)р2(со, <в0), г=1,..., тп, 
i!g(a:(©), со) ||^О(1)р2(м, со0), Fo(х(со, ®)<Цх0, г(со)+О(1)р2(со, со0), 

то ||х(ю)—ж0||^О('1)р(со, ®0) при ю-*ы0.
Замечание. Пусть параметр со входит только в целевую функцию 

(т. е. ограничения не возмущаются). Тогда утверждение теоремы 3 верно, 
если требовать просто достаточное условие второго порядка в точке х0.

Предположим теперь, что в некоторой окрестности точки {ж0, со0} ме­
трического произведения А’ХЙ функционалы Fi(x, со) c=0, 1,..., m, 
и оператор g(x, и) дважды непрерывно дифференцируемы по х (в смысле 
Фреше).

Теорема 4. Пусть в точке х^ выполнено усиленное достаточное усло­
вие второго порядка. Далее, пусть множество

г (со) = {те0.<,7(о): F0(x, со) =щта, г (со)

если г>0 и р(со, соо) достаточно малы. Тогда существуют такие d>Q, г>0, 
Л1>0, £2>0, что если со, и', = {©: р (со, ©о)^^}, то:

I) множество 2RI0 г(со) состоит из единственной точки ж(со);
(II) |Мсо')-г(®'Э№р(<о', О;
(III) множество Л(ж(со), со) ={Х=( {а,}, у*) ^RmXY": а,>0, аг7гДж(и), 

со) =0, г=1,. . ., m, Lx(x(a), со, X) =0}=^^, причем
sup dis (Л., A(xo))^L2p(®, соо).

АеЛ(г((о), w)

Теорема 5. Пусть множество А(ж0) состоит из единственной точки 
А,о=({а;0}, г/о*), для которой оД>0, ге7(ас0). Тогда в условиях теоремы 4 
существуют такие <7>0, г>0, Ь2>0, что если со, и', ®"eSd(®0), то мно­
жество Л(аДсо), с,)), где ,г(со) —единственная точка множества г(со), 
состоит из единственной точки /.(со). причем [[ЛЛсо')—/. (со")'!Х7.2р(о)/, со").

Получим теперь дифференциальные разложения второго порядка. 
Ниже в теоремах 6, 7 везде предполагается, что й — банахово пространст­
во, в точке {жо, соо} банахова произведения ХХЙ функционалы 7) (ж, со) и 
оператор g(x, а) дважды непрерывно дифференцируемы (в смысле Фре­
ше) по совокупности (х, а}. Положим для любого бей

Г(ж0, ы) = Дб=Х: <Fix\ x>+<.Fia\ б>^0, i^I(x0), gxax+gY^Q} 
(здесь и ниже индекс 0 сверху означает, что все производные вычисля­
ются в точке {х0, со0}). Далее, пусть

Го(х0, й) = {ж6еГ(.Тп. й): <7V, х)= inf_ <.FOx°, ж>}
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(можно доказать, что Г0(х0, <а)Т0 V0еО). Наконец, для любых S=Q, 
хеГо(хо, ы) обозначим

Л(х0, х, а) ={/еЛ(г.,): ai(<.Fix, x>+<Fj(0°, ю>)=0, г=1,. .., т}.

Теорема 6. Пусть a(f) =ao+ia + I/2i3a+w2(i), где a, coeQ. t>0, 
zp2(7)eQ, ||гг3(£) |[=о(Т) при 7->+0. Далее, пусть Яг>0 такое, что если

\\x(t)—x0|)=Sr, Ft(x(t), a(i)) =^О(1) t2, i=l,. . . , m, 
\\g(x(t), a(i)) ||^(9(l)i2, F0(x(t), a(i))^pxo, r(a(£))+0(1)i2,

то ||x(i)—x0||^O(l)£ (например, в точке xa выполнено усиленное доста­
точное условие второго порядка). Тогда Яг>0 такое, что

цХ0| ,■ (a(i)) ==^0(ж0)sup <Лш(х0, ©о, А), а> + 
А«=Л(х0)

T'Ai2 inf_ sup _ {<Ти(х0, а0, X), а> + 
хеГ0(хй, а) ХеЛ(хо, х, со)

ТДДхо, а0, А) [х, х]+2ЛХО)(хо, а0, А) [х, а] + 
+Лии(хо, ©о, А,) [а, а]}-' о(/~) при i->-+0.

Замечание. Для конечномерных задач аналогичный результат 
(с а=0, O72(i)=0) получен в (3) для одного частного случая, когда спра­
ведливо усиленное достаточное условие второго порядка.

Наличие двукратной непрерывной дифференцируемости в точке {х0, а0} 
по совокупности {х, а} (а не только по х) позволяет существенно усилить 
теорему 5.

Теорема 7. Пусть в точке х0 выполнено достаточное условие второго 
порядка, множество Л(х0) состоит из единственной точки Ao=({Aj0}, уТ), 
для которой а;°>0, ?е/(х0). Тогда существуют такие d>0, г>0, что если 
р(а, а0)=^й. то:

а) множество НУН, ■? (а) ¥=0;
б) операторы х(со) и А(<о) — единственные точки множества 2Rx<,.r(©) 

и Л(х(со), а) соответственно — непрерывно дифференцируемы по Фреше 
в точке (1)о, причем х=х/(мо)© и Л=Л/(а0)а определяются (однозначно) 
из решения системы

(х^, Ло)хТLxx(Xq, Ao) ATT- (xo, co о, Ao) a 0,
<.Fix(x0), x> + <E'iM(xo, a0), a>=0, ie/(x0),

gx(x0)x+gw(x0, ao)a=O;

в) функционал r(a) дважды непрерывно дифференцируем в точ­
ке а1); причем

Цх». г(а0+а) =F0(x0) +<Ьш(х0, а0, А0)а> +

+ 1/2{Ьшш(х0, а0, А0)[а, й]+2Лхт(х0, а0, А0)[х/(а0)а, а] +

+Lxx(xa, а0, Ао) [ж'(а0) a, x'(w0) а ]+о(||а II2).
Для возмущений специального вида теорема 7 получена для конечно­

мерного случая в ('*), а для бесконечномерных задач с ограничениями 
только типа равенств в (’).
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