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1. Теория интерполяции, позволяющая изучать любой линейный опера­
тор одновременно на целом семействе пространств, заняла прочное место 
в современном функциональном анализе. Наряду с работами Гальярдо, 
Лионса, Кальдерона, Петре, посвященными абстрактным конструкциям 
интерполяционных пространств (см., например, (*) и имеющуюся там би­
блиографию), работами С. Г. Крейна и Е. М. Семенова, исследующими ин­
терполяцию в произвольных симметричных пространствах (у3), особо от­
метим теорию шкал банаховых пространств, разработанную С. Г. Крейном 
и его участниками и подробно изложенную в (4, 5) (близкие идеи исполь­
зовались также Кальдероном (6)). Понятие шкалы оказывается приложи­
мым ко многим естественным семействам пространств, давно применяемым 
в анализе и имеющим достаточно наглядное аналитическое описание, что 
особенно полезно в приложениях.

Основным моментом обобщения понятия шкалы в данной статье явля­
ется замена числового параметра произвольной неотрицательной функцией 
ц(7.). непрерывной и неубывающей на (0, °°) вместе с <р’(л) =Z/cp(Z); по­
добные функции мы будем ниже называть Ф - ф у и к ц и я м и.

2. Пусть Е1 и Е1 — два банаховых пространства, непрерывно вложен­
ные в некоторое отделимое линейное топологическое пространство. Рас­
смотрим семейство банаховых пространств {Еф}, индексами которых служат 
всевозможные Ф-функции и для которых Еа(\Е1аЕ^Е°+Е1. Это семейство 
назовем массивом, если:

а) из ср(л)=^ф(Х) следует E^EV и 1Ы1кф
б) Е>ф эквивалентно Еф для любой постоянной /с>0, причем

11а:||вАч1 =£=&(&) 1Н1вф;

в) для любого ^eE'-'i'E1

l|a:||z <Е(ф) ||ж||в»<р -jj—. (1)

Еслп прп этом E°=Ei, EY=E>_, то будем говорить, что массив соединяет 
Е п Е!.

В приложениях удобно выделять массивы, обладающие некоторыми 
дополнительными свойствами. Назовем массив нормальным, если 
а=1, b(k)=k п С(ф)=1 для всех вогнутых Ф-функций (для произвольных 
Ф-функций тогда С (ф) С2). Если Е“ПЕ* плотпо в Еа и Е1, то сопряженные 
пространства Е"'. Е1' также образуют банахову пару. Массив {Еф}, постро­
енный по Е°, Е1, назовем правильным, если сопряженные простран­
ства Еф3 образуют массив, построенный-по Е°', Е1' (вместо сопряженных 

иногда удобно рассматривать двойственные пространства по каким-либо 
другим критериям двойственности).
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Функцию ср(Х) будем называть композицией ф0(Х), фДЛ), если она 
представима в виде ф(Х)=ф(Х)0[ф1(Х)/фо(А) ], где 0 — некоторая ©-функ­
ция. Через {Е^, „,} будем обозначать отрезок массива, т. е. совокупность 
пространств из массива {£ф}. индексами которых являются всевозможные 
композиции функций ф.,, ф(1. Массив назовем однородным, если любой 
его отрезок сам является массивом по отношению к крайним пространст­
вам E<f„ Еч„ причем C(0)«SC, где константа С общая для всех отрезков.

3. Приведем примеры массивов из функциональных пространств. Су­
ществует бесчисленное множество массивов, соединяющих пространства 
L. и L„ и составленных из симметричных пространств. Подобные массивы 
образуют, например, все пространства Марцинкевича Мф или все простран­
ства Лоренца Аф с нормами

11^Им,р= sup
DcQ

Ф (mes D) 

mes D
J I x (t) \ dt,

D
1И1лф = sup

Jx{t)y(t)dt | ,

если в качестве индекса брать фундаментальные функции пространства (2). 
В (7) показано, что определению массива удовлетворяет семейство всех 
пространств Орлича Lm=LY, где в качестве индекса вновь нужно брать 
фундаментальную функцию ф(%) =KN~1 (1/А.), где функция N дополнитель­
ная к М. Все три перечисленных массива нормальные, правильные и од­
нородные.

Из несимметричных отметим всевозможные массивы пространств с ве­
сом; например, пространства £,,<₽(₽) с нормами ||z|[=J\ |rr(i) |ф[р(£) ]dt обра- 

зуют массив, соединяющий Л, п Li p. Укажем еще массив из обобщенных 
пространств Гёльдера Яф с нормами

1Ы1н =эирф ( \x(t) — x(x) I,
41 /

где функции, отличающиеся на константу, отождествляются.
В определение нормы подавляющего большинства используемых в ана­

лизе пространств в той или иной форме входит возведение в некоторую сте­
пень as (О, 1);этоа служит параметром, позволяющим объединять подоб­
ные пространства в шкалы. Заменяя возведение в степень произвольной 
Ф-функцией, удается в большинстве случаев расширить первоначальную 
шкалу до целого массива пространств со значительно большей детализа­
цией свойств изучаемых функций. Таким путем можно строить различные 
массивы пространств дифференцируемых функций типа Соболева — Орли­
ча, массивы гильбертовых пространств и т. п.

4. Для любой банаховой пары Е°, Е' с ненулевым пересечением нетруд­
но построить хотя бы один массив: достаточно, например, положить 
Ы1Еф=ф(1)|ЫД  o+Ei, х^Е^Е1. Другим (нетривиальным) примером служит 
массив {бф} с нормами

х^Еа(\Е\ (2)

где верхняя грань берется по всем ненулевым функционалам /е£’“'П£'1/. 
Массив {Сф} является нормальным и однородным, а в случае плотности 
Е’“П£'1 в Е° и Е" — правильным. В последнем случае E°'[\Ei,= {E‘l+EiY, 
поэтому массив {G<p} соединяет Е'[ и Е1, если 

1Ш1Е« = sup
l/(*) I
ll/ic. iWIEi = sup

/е(Е°4-Е')

1/(ж) I
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т. е. пространство (,Еа+Е1) должно быть нормативным в Е0' и Е1'. 
С. Г. Крейн и Ю. И. Петунии назвали такие пространства Е°, Е1 родствен­
ными и показали (4), что необходимым и достаточным условием родствен­
ности является замкнутость шаров Е° и Е1 в топологии Еа+Е1.

При условии плотности Е°Г\Е1 в Еа и Ей массив {G,,,} обладает еще дву­
мя важными свойствами, которые сформулируем в виде теорем.

Теорема 1. Пусть {Ёф} — правильный массив, построенный по Е°, Е\ 
причем для массива {F/} известен функционал С(ф) из неравенства (1) 

Тогда (ср) |ЫДФ, хееЕ^Е1.
Теорема 2 (интерполяционная). Пусть F°f}Fl плотно в F° и F1 и 

пусть {7'ф} — правильный массив, построенный по F0 и F1. Если определен­
ный на F°+Fl линейный оператор А удовлетворяет неравенствам

xcFAF'. (3)

то он ограничен как оператор из F^eG,u норма его не превосходит пгС (ср), 
где С (ср) то же, что и в теореме 1.

Теорема 1 показывает, что массив {Сф} является, в известном смысле, 
минимальным среди всех правильных массивов, построенных по двум дан­
ным пространствам. Можно показать, что пространства Марцинкевича об­
разуют минимальный массив, соединяющий А, и £», пространства Гёльдера 
образуют минимальный массив, соединяющий Hi и IE, так что для этих 
двух массивов справедлива интерполяционная теорема.

5. Пусть £,°П£'1 плотно в Е° и Е1 и {2?ф} — произвольный нормальный 
массив. Без ограничения общности можно считать, что <р(1)=1, поэтому 

1Ы|е°п-в‘, т. е. существует sup ||а:||Еф по всем нормальным массивам 
для каждого х^Е°Г\Е1 и каждой Ф-функции ср (А). Эта верхняя грань обла­
дает всеми свойствами нормы и как таковая определяет некоторый массив, 
который естественно назвать максимальным.

Любой максимальный массив является правильным и непрерывным 
«сверху», т. е. ||х||Е -* 1И1Еф , если ср„(л)=Сср(А) и <р„(А) -мр(А) при всех А.
В частности, отрезок {Афа, Ф1} есть максимальный массив, соединяющий про­
странства Лоренца А,» и Др,.

Если Е°'П2?1' также плотно в Е"' и F1', то можно установить определен­
ные соотношения двойственности между минимальными и максимальными 
массивами, построенными по Е°, Е‘ и Е1'.

Теорема 3. Пусть {£ф} — минимальный массив, построенный по Ес, 
Е‘, тогда {-/?„} — максимальный массив, построенный по Е°', Е1‘.

И, наоборот, если {/Д} — максимальный массив, то {/?<₽} минимальный.
Отсюда, в частности, вытекает критерий однородности максимального 

массива: для этого необходимо и достаточно, чтобы любой отрезок мини­
мального массива, построенного по сопряженным пространствам, сам был 
минимальным массивом.

Теорема 4 (интерполяционная). Пусть {/•'„} — максимальный мас­
сив, построенный по F°, F\ а {Е^} — произвольный нормальный массив, 
построенный по Е°, Е1. Если определенный на F^+F1 линейный оператор А 
удовлетворяет неравенствам (3), то он ограничен как оператор из Е^ в Е$ 
и норма его не превосходит пг.

Для любого промежуточного между Е° и Е1 пространства G, на котором

1Ы1е°Фо ( ЫЕ'/|ШИ , хе^Е°Г\Е1, (4)

можно построить нормальный массив, в котором EV =G, поэтому неравен­
ства (3) и (4) достаточны для ограниченности А как оператора из F^ в G. 
Подобным путем можно, например, доказать следующую теорему.



Теорема 5. Пусть Ф-функции сс(Х), р(Х) и их композиция ч(А,) = 
=а (X) 0 [ J} (Л) /а (2.) ] удовлетворяют неравенствам

хв'Ш------ —— С т, < тг -Т < т3 < in,,.
Ха' (X)
а (Л)

где т, — некоторые постоянные из (0, 1). Пусть qj0 (X), cpi(X) — произволь­
ные Ф-функции и <р(^) =фо(Х)0[ф1(Х)/фо(А.) ].

Тогда любой линейный оператор, ограниченный как оператор из Лф| в 
М« и из АФ1 в М>, может быть продолжен по непрерывности в ограниченный 
оператор, действующий из А„ в пространство Орлича LC.

6. Для получения интерполяционных теорем в массивах банаховых про­
странств удобно использовать общий принцип максимальности, 
согласно которому рассматриваются лишь массивы, обладающие некоторым 
фиксированным свойством, и при каждом ф берется верхняя грань норм по 
всем таким массивам. Пусть {/•„} — построенный таким способом квази- 
максимальный массив, а {Аф} — произвольный массив с тем же свойством. 
Оператор А (не обязательно аддитивный), ограниченно действующий из 
F' в Е', i=0, 1, будет ограничен как оператор из F^, в £ф, если семейство 
норм

||a:||G = maxi—НИжЦв , llzllc I, xe^ETF'1, (5)
ф ( m ф

порождает массив с тем же самым заранее фиксированным свойством. При­
менение этого принципа сводится к конструированию свойства, при кото­
ром намеченный массив становится максимальным, и последующему выде­
лению допустимого класса операторов А.

Удается выделить свойство, при котором квазимаксимальный массив, 
соединяющий два пространства Орлича, сам состоит из пространств Ор­
лича. А именно, нужно рассматривать массивы функциональных прост­
ранств, для которых из

1Ы|Е.< 1, |ж(0|s£|жо(Оф( 1М0 |/|М0 I)

следует ||^||Е =^1. Массив с нормами (5) будет обладать таким же свой­
ством, если оператор А однородный, монотонный и выпуклый на ко­
нусе неотрицательных функций (для линейных операторов все это выте­
кает из положительности на том же конусе). Таким образом, для указан­
ных операторов справедлива теорема интерполяции.

Теорема 6. Пусть А — оператор описанного выше типа, ограничен­

но действует из Еч . в Ец., i=0, 1, и нормы его не превосходят тп.

Тогда для любых однотипных композиций ф=фо0(ф1/фо), ’ф='ф06 (’ф1/'фо) 
оператор А действует из в L/ и норма его не превосходит тп.

Автор благодарит С. Г. Крейна и В. И. Овчинникова за полезное обсуж­
дение данной работы.
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