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1. Теория распространения электромагнитного излучения в средах со 
случайными параметрами дает простейшие примеры фейнмановских кон­
тинуальных интегралов, не представляющих решения каких-либо априорно 
известных уравнений (7, 8) *.  При этом континуальный интеграл исполь­
зуется как объект, непосредственно описывающий эволюцию процесса. Ана­
логичную роль может играть и Т-отображение (8, 3). Посредством Т-отобра- 
жеппй можно представить решения нелинейных уравнений Власова, Харт­
ри, а также фейнмановские континуальные интегралы из (7, 8), о которых 
только что шла речь.

2. В конструкции Z-отображения участвуют функционал и нелинейные

* В (7) со ссылкой на (6) приводится нестрогий вывод уравнения (9.7) для кон­
тинуального интеграла (9.1). Техника, развиваемая в настоящей заметке, позво­
ляет доказать, что, к сожалению, интеграл (9.1) не является решением указанного 
уравнения.

операторы. Рассмотрим сначала алгебру финитных функционалов р, опре­
деленных на множестве [0, (]->Rn, хх— измеримая ограниченная
функция параметра те[0, i] со значениями в R"};

т t t

Р = Х(-*С,  /г(а?т)=/9 + ^ J.'?, jdsj. ..ds, J .(?.j dpX.
l—i О 0 n

X exp i ... ,рг; m<o°

где ji — непрерывные функции параметров St,.. ., [0, t] co значениями в
C0“(R"'). Учитывая, что индекс I однозначно определяет размерность про­
странств, которым принадлежат аргументы функции fi, обозначим s= 
= s;), p=(p,,..., p;)eRnI и будем писать

ft М =fo + у1, J ds J dp fa (p, s) exp ipx (s),

опуская пределы интегрирования и индекс суммирования.
Алгебраические операции в р определены естественным образом: 

(Аф+цфг) (жт)=Л/|(^г)+рф/(^г), АфД^г) =Л(жт)фДхг). (1)

Пусть с>1 и р>0. Пополним линейное пространство р по норме

ll/tll = l/ol+ Jy' У& У dpl/Др,s) I (1+ Ipjl)₽; (2)

пополнение обозначим через ^(с, р).
Л е м м а 1. ^(с, р) — банахова алгебра с операциями (1).
Приведем пример. Пусть R(х, у, s, т) - непрерывная функция пара­
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метров s, т<=[0, t] со значениями в 772p+n+i(R2”) . Тогда функционал (см.. 
Г”))

t I 
ft(xx) = exp J р? Ж, х„, r,s)dx ds

0 0 
принадлежит ^(c, p) при всех cJsl.

Обозначим через I (с, p) подмножество элементов алгебры (с, p), со­
стоящее из функционалов, обращающихся в нуль на множестве

Лемма 2. Z(c, р) —идеал банаховой алгебры $(с, р). Функционал 
р) принадлежит 1 (с, р), если и только если его значения на С°°- 

дифференцируемых или ступенчатых функциях из равны нулю.
Пусть Лх — разбиение отрезка [О, Z] на TV частей точками {fc}?-1 и 

||лд-||=тах|^—4-i|- Если {л_у}—последовательность разбиений, то мы 
предполагаем, что |||| -*-0  при Функционалу ft и разбиению лл- со­
поставим функцию , х= (a\,..., xN) eRrt, по правилу

ttN\x)=jt^xx^), Жг.№={^1,0^T<ii;.. (3)

Если р), то функции //w) являются элементами банаховой алгебры
&p(RnN'), введенной в (‘) для исчисления функций от конечного числа не­
коммутирующих операторов. Выберем в эквивалентную норму так, что­
бы || 1||®₽ = 1.

Лемма 3. Если ft^(c, р),то ll/^lhp^ll/illw, р>-
3. Рассмотрим теперь три семейства операторов. Обозначим через. 

K(s, т) непрерывное квазиограниченпое семейство операторов, действую­
щих в банаховом пространстве В: K(s, т/)°К’(т/, t)=ZV(s, т), limK(s, t)i|?= 

=i|), ||ZV(s, т) IL^B=Cexp Oi(s-t), s^x, а через A(-, т) и сД •, т), 
зависящие от параметра те [0, £] нелинейные операторы, отображающие В 
в множество линейных операторов. Пусть оператор А обладает следующи­
ми тремя свойствами (3):

(I) липшиц-непрерывен по первому и непрерывен по второму аргумен­
ту: ||Л(и, т) — А (и', х') ||в^в<а1(||п.||, ||и'||) (Цы.—и/||+а2(т—т')), где — 
непрерывные функции, причем сс2(0) =0;

(II) локально ограничен: ||Л(и, т) ||в^в®£а3(||и||); 4
(III) полугруппа, порождаемая оператором А (и, т), равномерно огра­

ничена ||ехрй(и, r)s||=Cexp a2s, s>0.
Предположим, что операторы С\, . . . , Сп:
а) коммутируют при фиксированных т и и;
б) образуют в смысле (*)  производящий набор степени р, т. е. порожда­

ют непрерывное семейство ограниченных операторов

Z7p(u, т)=ехр iC(u, т)р, С=(С1,..., Сп), р=(р‘,..., p")eR",
||Пр(и, т) ||в->в^с(1+ |р ()р;

в) ||Пр(н, т)—Z7j,(if, т') ||=Ж(1Ы1, Ill'll) (||м—ul+g3(T—т9) (1+1/ИК 
где g,, g2 — непрерывные функции, g2(0) =0.

4. Обозначим 6i=^—Л-i, где — точки разбиения и зададим в
банаховом пространстве В рекуррентную последовательность

i — 1
Ш (0),0),...,с Л-i))П ^(Ct1 х

ГЛ — 0

X ехр Л (1|\у(£т), ЛпЖ, j Ио, (4)

Z = l, 2,..., 2V; i|iv(O)=w.o; НоеВ.
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где f(Nf— функция из ^р, сопоставляемая, согласно (3), функционалу fa и 

разбиению ля. Индексы над операторами указывают порядок их действия. 
Функция от упорядоченно действующих операторов определена в соответ­
ствии с (*).  Таким образом, задана последовательность отображений на­
чального условия: =TN(h, ft, и0), N=1, 2,...

* В физической литературе (4, 12) используется операция, которую было бы
можно назвать функциональным преобразованием Фурье, по математическая тео­
рия еще только зарождается (5).

Определение 1. Если при Л7-»-оо для любого ноеВ в банаховом про­
странстве В существует предел lim TN(t, ft, и0) =T(t, ft, w0), то нелинейный 

N-*  co
-оператор T(t, fa •) : B->B называется Г-отображе н и e м.

Т е о р е м а 1. Пусть ft^$(c, р+1). Если операторы А и Ch 
обладают свойствами (I) — (III) и а)—в), то существует Т-отображение 
Т (t, ft, ■), причем

IIT(t, ft, По) 11в<с||/1||^(с, р)||по||в exp (о1+<т2)7.

Если ft^I(с, p), то T(t, ft, ■) =0.
5. Рассмотрим преобразование Фурье функционалов из алгебры ^(с, р). 

Эта операция оказывается полезной, например, при вычислении асимпто­
тических разложений континуальных интегралов. С формальной точки зре­
ния, преобразование Фурье *,  вводимое ниже, записывается в виде конти­
нуального интеграла

Л(Рг) = J^)a:r/((a:T)exp i -ptXt +

= lim(2n)~"-v/2 J dz ft(N) (z) exp i + J1, p,, (zk+l—zh) |. (5)

Чтобы определить предельный переход в формуле (5), вводится банахо­
во пространство функционалов £ (с, р), определенных на множестве X ку­
сочно-постоянных функций параметра те[0, £] со значениями в В". Если 
I — целое положительное, то функция задается набором I точек про­
странства-времени {(/ц, 4)}? •’ Pr,t={Pi, 0Ст<^;...; pt, где

■ti=t, p,eR". Пары (pk, tf) называются параметрами точек разрыва. Элемен­
тами банахова пространства £ (с, р) являются функционалы, непрерывные 
по параметрам точек разрыва с конечной нормой ||фг|| =sup с11 ф((рт, г) |/' 
/П(1+ Iz+^ft-i | )р, где Ро=О. Элементами пространства £в(с, р) яв­
ляются функции, определенные на X, принимающие значения в банаховом 
пространстве В, непрерывные по параметрам точек разрыва и имеющие ко­
нечную норму: \\HtWcgв(с,р)=11Ы^(ср), где h(px,t)=\\Ht(pxf) ||в.

Пусть ft и ф; — функционалы, определенные на 2. п +Л); функ­

ции, сопоставляемые им по правилу (3). Пусть, далее,

ф/Л')>л-=(2л)^"Л72 ^dpff'} (р).

Определение 2. Если на £ {с, р) существует непрерывная линей­

ная форма ft такая, что (ft, фг>=1ш1 cp/N)>.v, то элемент f р^£*(с,  р)

называется Ф у р ь е - о б р а з о м функционала f.
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Теорема 2. Если ]{с, р), то существует Фурье-образ f t, дейст­
вующий на элементы из Z (с, р) по правилу (6), причем

р)^ Wft II® (с, р).

Если f^I(c, р), то ft=0.
Выпишем представление формулы двойственности

(6>

где рх, ;={0, 0<tsSs1; /щ s‘=Ct<s2; . . . ; pt, .хХтХ/}; (s\ ..., s1') = 
=7 («I,S/) — перестановка точек sb ...,s; в неубывающем порядке. 
uk — новый номер точки sk в упорядоченном наборе s1,..., s', a r(s)p — 
вектор из R"X ... XR" с компонентами

Г (s)p= (рТ1 —pT1^i, ... ,_pv,ро=О.
6. Заметим, что ^”(1, 0)=Х'(с, р) при всех с>1, рЭ^О, и рассмотрим 

функционал ф;, ш(щ) =ехр I(роио+$®г dpt)e5’(l, 0), зависящий от траек­
тории f] как от параметра.

Лемма 4. Если р), го <f;, ф(, т>=/г(сот).
Это равенство является формулой обращения преобразования Фурье *.  
Определение 3. Если В — рефлексивное банахово пространство, 

Ф<е^в(с, р),р), то величиной ф=</;, <р(> будем пазывать 
элемент из В такой, что для любого /еВ*  выполнено 1р(%)=<Л, х(ср<)>-

* Поскольку функционалы ттз й?(с, р) полностью определяются своими значе­
ниями на гладких траекториях, то формулу обращения достаточно получить для 
непрерывных траекторий.

Предложение 5. Пусть выполнены условия теоремы 1, В — реф­
лексивное банахово пространство и операторы А (т) и СДт), зави­
сят только от параметра те[0, t].

Тогда T(l, jt, u0)=<ft, НО, где Н^£’ъ(с, р) и

2П1-1 (рь-рь-i) ]

h=i

Оператор т) удовлетворяет интегральному уравнению Волътерра:

X(s,x)=X(s. т)+ J^(s,t')M(t')°^(t',x)dx'.

Формальный вывод аналогичного соотношения был известен Фейн­
ману (V1).
Московский институт
электроппого машиностроения
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