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Пример наследственно нормального наследственно сепарабельного 
бикомпакта, характер каждой точки которого равен с=2Хо, был построен 
недавно в дополнительном аксиоматическом предположении (более слабом, 
чем V=L, но более сильном, чем GCH) В. В. Федорчуком (4), который ре­
шил тем самым (отрицательно) ряд проблем, относящихся к теории карди­
нальных инвариантов. Благодаря этому примеру и результатам нашей ра­
боты (следствие 3, следствие 2') установлена независимость от систе­
мы аксиом ZF теории множеств следующих утверждений:

1. Существует наследственно нормальный бикомпакт с условием Сусли­
на, характер каждой точки которого равен с.

2. Существует наследственно нормальное сепарабельное пространство, 
мощность которого равна 2е.

Таким образом, существование как бикомпакта Федорчука (4), так и 
наследственно нормального наследственно сепарабельного мощности 2с 
пространства Хайнала — Юхаса (и) (построенного в предположении 
GCH), не зависит от общепринятых аксиом теории множеств.

Эти факты были установлены благодаря анализу понятия Уточки и 
5-псевдохарактера точки (7).

Замкнутое в X множество К—Х. назовем крылом точки ххХ в X, если 
те[У\{л} ]. Точка х называется fe-точкой в X (7), если она является пере­
сечением двух своих крыльев в X. Положим

i5(x, X) = {К<=Х: К — крыло х в X}.

Семейство — 5-псевдосеть точки х в X, если И~с7)(х,Х) и Г\@~={х}. 
Если, кроме того, Ж состоит из канонических множеств, то говорят, что

— Д-псевдосеть х в X. Д-псевдосеть точки х в X называется б-псевдо- 
сетыо х в X, если [Int для всякого конечного подсемейства
Si'czSl. Положим

5 4-(л, X) =min ST — 5-псевдосеть х в X} — 5-псевдохарактер
х в X.

Аналогично определяются Дф(х, X) и бф(ж, А ) *.  Вполне упорядоченную 
по убыванию 5-псевдосеть Ж—{Ка’- а<т} точки х в X будем называть 
колодцем точки х в X (глубины т). Ясно, что

* Относительно перечисленных выше понятий см. также (7). Обозначения и по­
пятил, оставшиеся неразъясненными, можно найти в (3, 5,8).

k(x, X) =min {|^|: Ж — колодец х в X} — регулярный кардинал 

и 51|з(л, Х)=С/с(л, X) (считаем, что для изолированной точки к-, Ъ-, Д- и 
6-псевдохарактеры равны 1).

Атомом точки х<^Х в У'-Х назовем кардинальное число
а(х, У) =min {\М|: М<=У\(л}, [М]зх} при ле[У\{л} ],

а(х, У)=1 при ле [ У] УЗ (У X), и а(х, У) =0 при x<£[Y] (см. также (8)). 
Ясно, что t(x, X) =sup {а(х, У): УсХ}. Положим также

t„(x, X) =sup {а(х, F): F замкнуто в X} — с-теснота х в X.
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Пусть z^X^M и |J/|x=mm {| ОхЛЛ/|: Ох— окрестность х в X}. Будем 
говорить, что х — л-точка для М (в X) и писать х к М, если х — точка наи­
большего накопления для М, т. е. |М|х> |М| у для всех уеХ\{х} (3). При 
cf (\М|) = \М\Vic(X) (см. (5в)) существует х^Х, для которой |Л/|Х= 
= |7И| (т. е. х — точка полного накопления для М (*).  Поэтому, если 

сх<т} —колодец х в X, T^Vjc(X), це£Д{4 и М={х,л а<т}, 
то х % М и а(х, X) <т. Если при этом а (ж, X) =т, то [Af] \{#}=U {ТД (3<т}, 
где /г(>=[{;га: a<jj}]. Итак, доказано

* Точка £=Х называется л-точкой в X (0), если А гр (г, Х)<Х0. Будем говорить, 
что х—пл-точка в X, если А гр (ж, Х)Ж0 и, соответственно, nfe-точка в X, если 
бгр (ж, Х)>Х0. Легко видеть, что при бгр(х, X) >2 семейство ®(ж, X) замкнуто от­
носительно конечных пересечений и, следовательно, 6гр(ж,Х)Э=Х0 и х—иб-точка в 
X. Всякая неизолированная л-точка в X является, таким образом и 6-точкой в X, 
и если Х\(а;} нормально, то А гр (г, X) =2 (точку х, для которой А гр (г, Х)=2, будем 
называть A-точкой в X).

** Пространство X дпскретпосчетпо, если с(Х)<Хо. Такие пространства назы­
вают также наследственно суслпнскими (см., например, (5а)).

Предложение 1°. Пусть ^ic(X)^k(x, Х)=т. Тогда существует 
М<=^Х, для которого хкМ и |Л7| =т, и если а(х,Х)=х, то ty(x, [7И])=т.

Все пространства далее предполагаются регулярными и бесконечными.
Утверждение 1°. Пусть х^Х. Тогда существуют колодцы точки х 

в X глубины T1=cf X)) и r2=cf (6гр(я:, X)) и, следовательно,
bty(x, X)^k(x, X)=^min {ti, т2}. Если х—пл-точка в X *,  то существует, 
кроме того, колодец глубины r3=cf (А гр(х, X)) точки х в X.

Для неизолированной точки гр (х, X)=v3sK0 и существует псевдобаза 
^={Ва: cc<v} точки х в X такая, что П {[7?а]: tz<v} = {^}. Если Л{[7?а]: 
a<[}}=77f>l^®(;r, X) для некоторого p<v, то, выбрав окрестность U точки х 
в X так, чтобы [77]П(Н?\{а:})=А, и положив Ba'=Ba3U, получаем, что 
семейство а<(Д — псевдобаза х в X и |.$'|<v. Следовательно,
Н^%(х, X) и ^={/7(5: p<v} — колодец х в X. Ясно, что существует под­
колодец 36'-Tg глубины cf (v) =Ti, и, значит, fc(z, X)=^Ti. Остальное дока­
зывается дословным повторением проведенного рассуждения. Более того, 
в случае «6-точки х<^Х так же получаем k(x, X)^cf (6гр(д:, X))5? 
<6i|; (х, X) и, следовательно, справедливо

Утверждение 1. Пусть х — nb-точка в X. Тогда k(x, X) =bty(x, X) 
и, значит, бгр (х, X) регулярен.

В силу утверждения 1 немедленно получаем также
Утверждение 1'. Пусть гр (ж, Х)=Ст. Тогда или гр(ж, Х)<х или 

к(х, X)sCcf (т), и, следовательно, бгр (ж, X)zZk(x, X)<T-cf (т)+.
Утверждение 2. Пусть х—nb-точка в X и К — крыло х в X. Тогда 

гр (ж, К) =гр(ж, X) Xcf (гр(ж, X))>Ьгр(ж, X) =6гр(ж, К).
Доказательство. Очевидно, что существует семейство & окрест­

ностей точки х в X такое, что |^|=гр(ж, К) =т и КПП={х}, где 77= 
=“Г1{[В]: В<^3}. Так как Н&8(х, X) (иначе ж—6-точка в X), то семейство 
{7?\(77\{ж}): В<=&}—псевдобаза х в X. Итак, гр (х, Х)=т и в силу 
утверждений 1° и 1 cf (т) >6гр(ж, X). Ясно также, что для всякой 6-псевдо- 
базы ST точки х в X семейство ?Г'= {ХИХ: FeSX} — 6-псевдобаза х ъ К, от­
куда и получаем бгр (ж, X) =6гр(ж, К).

Всюду далее 7?(Х) = {жеХ: ж—6-точка в X}.
Теорема 1. Х=7?(Х) U {х\ гр(ж, X)^c(X)}U (ж: Х')-Сс(Х)}.
Доказательство. Пусть х—«6-точка в X и существует /'’eg (х, X), 

для которого а(х, Е)>с(Х). Тогда в силу предложения 3' из (5а) ip (х, 
<с(7Д =^с(Х), и в силу утверждения 2 гр (х, Х)^с(Х).

Следствие 1. Всякая nb-точка дискретносчетного пространства ** 
есть или точка счетного псевдохарактера или точка счетной с-тесноты.

В силу утверждения 1 из (5а) гр (X)гС2с(А’>; утверждение 1' влечет
Предложение 1. Пусть 2НА)<т. Тогда Х={х: гр(ж, Х)<т}и{ж: 

k(x, X)s£cf (т)}. Если, кроме того, r>cf (г), то к(х, Х)<т и тем более 
бгр (х, X) <т для всех х^Х.
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В (2) наследственно нормальные пространства фигурируют как ^-про­
странства. Мы будем придерживаться этой терминологии, поскольку опа 
подчеркивает естественное место наследственной нормальности в иерархии 
аксиом отделимости.

* 6yw (х, X) =min Sf~ — 6-сеть х в X} - 6-характер х в X (см. (’))■ Очевидно,
что (х, X) (х, X) для бикомпакта X, и если х — пб-точка в X, то в силу утверж­
дения" i 6% (г, X) = 6ф (х, X) и, как легко видеть, 6ф (z, X) > 81. \Щ,(х,Х) =
=sup {а(х, F)+: Р замкнуто в X}.

3 Л.Ш, т.

Лемма 1. Пусть X—Т^-пространство и К—крыло точки х в X. Тогда 
существуеттакое, что Н<=-К и Х$(Н, Х)^а(х, К).

Доказательство. Очевидно, что существует замкнутое /Х; такое, 
что [Х\/Д =л; и if(F, Х)^а(х, К). Если то, положив Н'=
=У\[Е\К], получаем, что if(/F, Х)^а(х, К). Если же же[Е\Х], то, 
поскольку в силу нормальности X\(FdK) существуют открытые в X мно­
жества U, V, для которых LXF\K, V=>K\F и Н= [ С7] П [ F] с=ЕПХ, заклю­
чаем, что Н— искомое множество. Действительно, :Х! и A if (//, X) =2.

Из леммы 1 легко получаем
Предложение 2. Пусть X—Т^-пространство и хХХ Тогда 

A if (х, Х)Сбф(ж, X) -tc(x, X).
В силу теоремы 1 предложение 2 влечет
Предложение 2'. Пусть X—Т ..-пространство и х^Х. Тогда 

A if(х, X) Cdif(х, Х)с(Х).
Следствие 1'. Если X—дискретносчетное Т5-пространство, то 

Оф (х, X) ==Дф (ж, X) для всех х^Х.
Из предложений 1 и 2' немедленно вытекает
Теорема 2°. Пусть X—Т ^-пространство и 2c(A)^T>cf (т). Тогда 

A if (ж, X) <т для всех х^Х.
Следствие 2°. Если X — дискретносчетное Т^-пространство и 

cf (с) <с, то A if (х, X) <с для всех х-=Х.
Легко видеть, что | {х^Х: Дф(.г, Х)Ху} |<и.'1(Х)'. Поэтому, положив 

для всякого кардинала т

получаем
Утверждение 3. Если 1щ(Х)^х, то | {теХ: Aif (я, X) <т) | <о(т).
Так как cf (2Д>т и o(2l) =,£{2V: // v 2 }, то справедливо 
Утверждение 4 (GLH). Если т=2\ то о(т)<2Т.
(Напомним, что GLH означает «Ln (2и) =т+ для всех т» (см. (5о)). 

Обозначим через SAX утверждение <<GLH+(x>cf (т))» и пусть SA^SA^ 
При т=2'' утверждение SA, не зависит от ZF (см. (9)).

Теорема 2. Пусть X—Тъ-пространет во и 2с(А)=т. Тогда, если 
T>cf (т),то |Х|Со(т) и в предположении 5ЛТ|Х| =^о(т)<2Т.

Доказало л ь с т в о. В силу предложения 4 из (5а) существует покры­
тие 8> пространства X такое, что |<S | =С2с(А'’ и s(F)<c(X) для всех УееТ. 
Следовательно, гщ (F) =S2sU'’'^t, и в силу теоремы 2° и утверждения 3 
|Е|^о(т) для всех F^<S. Тогда |Х]^о(т) и по утверждению 4о(т)<2т.

Следствие 2 (5Л). Мощность дискретносчетного Т5-пространства 
<2С.

Поскольку в предположении GLH для всякого ^-пространства 
c(X)<s(X) (5 |'в), из утверждений 3, 4 п теоремы 2° так же точно вытекает

Теорема 2'. Пусть X—Т^-пространство и 2s(a)=t. Тогда в предполо­
жении SAZ | X | <о(т) <2Т.

Следствие 2’ (SA). Мощность сепарабельного Т..-пространства <2С.
Так как для бикомпакта Vjc(X)«£No, из предложения 1° и утвержде­

ний 1 и 2 вытекают следующие предложения.
Предложение 3°. Пусть X—бикомпакт их—nb-точка в X. Тогда 

1,:{х, X)=CbifGr, X), и если а(х, F)=b$(x, X) для некоторого FsA%(x, X), 
то и "/ (х, X) = 7ф (х, X). *
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Предложение 3°. Пусть X—бикомпакт, х—nb-точка в X и 
bty(x, Х)<% (х, X). Тогда Vtc (х, X) < &if (х, X).

Из предложений 2, 3° и утверждения 1' непосредственно следует
Теорема 3°. Пусть X — бикомпактное Ть-пространство. Тогда 

A if(х, X)=bif (ж, X), и если x(X)sSr>cf (т), то Aif (z, Х)<т для всех :сеХ.
Для бикомпактного Т^-пространства ищ(X) s£2c(X) (5°,7). Кроме того, 

если X —■ бикомпакт, то Х=[ {х^Х: %(х, X) <Ln (|Х|)}] (см. (10)). Поэто­
му в силу утверждений 3 и 4 из теоремы 3° вытекает

Теорема 3. Пусть X—бикомпактное Т^-пространство и 2с(х)=т. 
Тогда, если т>с£ (т), то |Х|^о(т), и в предположении SAX |Х|=Со(т)< 
<2Т и Х=[{л’еХ: %(х, Х)<х}].

Следствие 3 (SA). Если X—бикомпактное Т^-пространство с усло­
вием Суслина, то |Х| <2С и Х=[ {геХ: %(х, Х)<с}].

Необходимо отметить, что все результаты, формулируемые здесь (как 
выше, так и ниже) для бикомпактов, справедливы и для пространства то­
чечно счетного типа.

Утверждение 5°. Пусть 2"(х-х,Ст. Тогда bty(x, X)^k(x, Х)<т> 
•cf (т)+.

Доказательство. Так как if (z, [Tf](х, [2И])«S2!M| и k(х, X) 
^к(х, [7И]) при [71/]е®(ж, X), то, положив \Hf\~a(x, X), в силу утверж­
дения 1' получаем требуемое неравенство. Кроме того, если х—иЬ-точка, 
то по утверждению 2 if (ж, X) =if (z, [М]), и справедливо

Утверждение 5. Пусть х—nb-точка в X. Тогда if(х, X)^2",’: ■х) и, 
следовательно, Х=В(Х) U {х: if (х, Х)=^2“(х’ х)}.

Здесь а(Х) =sup {а(х, X): х^Х} — атом пространства X.
Ясно, что а(Х)®££с(Х)^£(Х) и, кроме того, а(Х)^А(Х). Очевидно так­

же, что Х=[{х^Х: а (ж, X) С К 0} ] в случае бикомпактного X, и, следова­
тельно, утверждение 5 (вместе с 5°) влечет

Предложение 4. Пусть X—бикомпакт. Тогда Х=[7?(Х) U {х‘. 
%(х, Х)=Сс] ] = [ {х: b7 (x, X)^k(x, X)<c-cf (с)+) ].

В силу теоремы 3° из предложения 4 немедленно следует
Теорема 4°. Пусть X—бикомпактное Т^-прост ранет во. Тогда, если 

C>cf (с), то Х=[ (хе.А: Aif(;r, Х)<с}].
Из предложений 1° и 4 легко вытекает также
Теорема 4'. Пусть X—бикомпакт. Тогда, если c>cf (с), то сущест­

вуют х^Х и М:=-Х\ [х], для которых х % М и | М | <с.
Отметим, что все результаты, полученные выше в дополнительных 

аксиоматических предположениях, не зависят от общепринятых аксиом 
теории множеств, благодаря уже упоминавшемуся бикомпакту Ф из (4), 
для любой точки х которого A if (ж, Ф) >&if (х, Ф)>с.

В силу утверждения 1', из предложений 3 и 4 следует
Теорема 5. Пусть X—бикомпакт. Тогда, если Ocf(c)=Ri, то 

b-точки, точки счетной с-тесноты и точки, характер которых строго меньше 
с, образуют (в совокупности) всюду плотное в X множество.
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