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В этой заметке содержится новая информация о том, какие из «клас­
сических» банаховых пространств удовлетворяют условиям Данфорда — 
Петтиса, Пелчинского и Гротендика. Напомним, в чем заключаются эти 
условия.

1. Банахово пространство X удовлетворяет условию Данфорда — Пет­
тиса, если всякий слабо компактный оператор Г: переводит слабо
компактные множества в множества, компактные по норме (или, что то же 
самое, переводит слабо сходящиеся последовательности в сильно сходя­
щиеся) .

2. X удовлетворяет условию Пелчинского, если всякий безусловно сум­
мирующий*  оператор Т: слабо компактен.

3. X удовлетворяет условию Гротендика, если в X*  всякая о(Х‘, X)- 
сходящаяся последовательность сходится слабо (в этой работе слабой то­
пологией в банаховом пространстве У называется топология о (У, У*),  
даже если само У сопряжено к некоторому банахову пространству Z).

* Оператор Т называется безусловно суммирующим, если для всякой 
суммируемой последовательности (с.п.) ряд "ЕДхп безусловно сходится. На­
помним, что последовательность {хп} называется суммируемой, если SIНхА | <00 
для всех fsX*. Легко попять, что последовательность {х„}«=С(5) суммируема тогда 
и только тогда, когда sup {£ |xn(s) |: sc;5}<™.

Подробную информацию об этих условиях можно найти в (‘), глава 9, 
(2) и (3). В частности, там доказано, что условие Пелчинского выполнено 
для пространств С (S); условие Данфорда — Петтиса — для пространств 
C(S) и L' (ц); а условие Гротендика — для пространств Б“(ц), где ц — 
о-конечная мера.

Нам понадобится следующая
Лемма 1. а). Пусть X — банахово пространство. Если множество 

К<=Х*  слабо относительно компактно, то оно обладает следующим свойст­
вом:

lim sup {|/(zn) |: /еА’}=0 для всякой с.п. {хп}<=Х. (*)
п

б). Пространство X удовлетворяет условию Пелчинского в том и толь­
ко в том случае, если всякое множество К^Х* , обладающее свойством (*),  
слабо относительно компактно.

Первую часть этой леммы легко вывести из того, что в пространстве I1 
все слабо компактные множества сильно компактны; вторая часть доказа­
на в (3).

Мы будем использовать следующие обозначения: тп — нормированная 
мера Лебега на окружности Г; Lp=Lp(m); С=С(Г); Л/=Л/(Г)=С*;  А, Н™ 
и П1 — подпространства пространств С, L°° и Б1 соответственно, состоящие 
из функций, у которых коэффициенты Фурье с отрицательными номерами 
равны нулю; ЗЯ — пространство максимальных идеалов банаховой алгебры 

т{ — мера на ЗЯ, соответствующая функционалу фе (£”)*,  определяе­
мому формулой ф (/) =$ f dm.
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Сформулируем теперь наши основные результаты.
Теорема 1. (I). Пространства А, А*,  Н°°, (Я")*  и L1 /Н01 удовлетво­

ряют условию Данфорда — Петтиса *.

* $ fdm=0}.

(II) . Пространства А и Н°° удовлетворяют условию Пелчинского.
(III) . Пространство Н°° удовлетворяет условию Гротендика.
Следствие 1. а). Пусть X — бесконечномерное подпространство 

пространства А {или Н*').  Если X не содержит подпространства, изоморф­
ного Со, то X не дополняемо в А {в Н°°).

б) . В А*,  L'/IP' нет бесконечномерных дополняемых рефлек­
сивных подпространств.

в) . Всякое сепарабельное фактор-пространство пространства Н°° реф­
лексивно-, никакое бесконечномерное сепарабельное подпространство про­
странства Н°° не дополняемо в Н°°.

Следствие 2. Не существует банахова пространства, сопряженное 
к которому изоморфно L1 /Но'.

Эти следствия доказываются так же, как и аналогичные утверждения 
о C(S), L'(p) hL°°(p) (cm. (3), лемма 4 и предложение 3; (2),стр. 169; (‘), 
стр. 879; (5), теорема 2.1).

Теорему 1 легко вывести из теоремы 2, леммы 1 и следующих утверж­
дений: 1) если пространство X*  удовлетворяет условию Данфорда — Петти­
са, то такого же и X ((*),  стр. 875); 2) если пространство X*  удовлетворя­
ет условию Пелчинского, то оно удовлетворяет условию Гротендика (это 
нетрудно получить из того, что Z” удовлетворяет условию Гротендика, и 
леммы 1).

Теорема 2. Пусть К^А" (К<= (Н°°У).
а) . Для того чтобы множество К было слабо относительно компактным, 

необходимо и достаточно, чтобы оно обладало свойством (*).
б) . Если К—счетное слабо относительно компактное множество, то

оно является образом некоторого слабо относительно компактного множе­
ства при каноническом отображении М на A*  на (Я“)‘).

Замечание. Близкий результат о слабой компактности в простран­
стве L'/Ht,1 получен М. Г. Голузиной (неопубликовано) и Ж. Шома (6). 
Он заключается в следующем: ограниченное множество K<=-Ll /Н01 слабо 
относительно компактно тогда и только тогда, когда для всякого е>0 су­
ществует такое б>0, что если , ||g||H“^l и HglL'^6, то

sup {| <х, g> |: х^К}^е.

Доказательству теоремы 2 мы предпошлем несколько лемм.
Лемма 2. Существуют два семейства функций из А—{Ке} и {AJ (е 

пробегает все замкнутые подмножества окружности положительной лебе­
говой меры),— удовлетворяющие следующим условиям-.

1) |ЯД/) |+JMO 1=1, ^Г;
2) lim sup [ЛД/)—1|=0, lim $ \Ке\dm=AJ;

тп(е)->0 /ее тп(е)-»-0

3) lim sup | ke(t) | =0, lim $ | ke—l|dm.=0.
m(e)->-0/ee m(e)-*0

Доказательство этой леммы повторяет с небольшими изменения­
ми доказательство леммы 2 в (8).

Лемма 3. Пусть S — компакт, {р„} — ограниченная последователь­
ность в M(S). Тогда найдутся попарно непересекающиеся замкнутые мно­
жества ег,. . . и последовательность индексов п,<п2< . . . такие, что 
меры X=%s\ei ■ Щ образуют слабо относительно компактное множество.

Эту лемму легко доказать, используя классический критерий слабой 
компактности в пространстве мер. Подробности см., например, в (’) (дока­
зательство теоремы 6).

Лемма 4. Пусть S — компакт, В — замкнутая подалгебра алгебры 
С (S), X — положительная мера Радона на S. Предположим, что для каж-
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дой ц, сингулярной относительно %, и каждого е>0 существует такое мно­
жество пика*  е для В, что Х(е)=О и | |л| (е)<е. Пусть {цп} — огра­

* e есть множество пика для В, если найдется такая функция j^B, что /(Л = 1 
при (ее и |/(г) | <1 при t&e,

ниченная последовательность мер, абсолютно непрерывных относительно 
X; v — ее предельная точка в топологии c(M(S), С (S')). Если сингулярная 
часть ц меры v относительно К не аннулирует В, то существует такая с.п. 
{/*}  в В, что

lim sup | $ jhdpn | >0.
k n

Условиям этой леммы удовлетворяют, например, алгебра A (S — ок­
ружность, л=т; см. (4), стр. 116—117) и алгебра Н°° (S=St, f.^mc, см. 
(9)). Доказательство основано на конструкции из (10): можно положить 
А= (/1"’"1—hnK) g, где функция g^B выбрана так, что $ g dp,¥=O, h^B имеет 
пик на множестве е, удовлетворяющем условиям Х(е) =0, $gd,u=^0, а на- 

е

туральные числа nh растут достаточно быстро. Подробности для случая 
алгебры Н°° см. в (6), стр. 4—7.

Лемма 5. Пусть {Фп} — ограниченная последовательность в А" (в 
(Н°°)*).  Предположим, что существуют такие функции g„^A (gn^Hm), 
что ||g„||=l и Фп(?п)=||Фп11. Пусть оп — мера на окружности (на ЭЛ), по­
лучающаяся после продолжения функционала ФТ1 на С (на L°°) с сохране­
нием нормы, nn=gn-on. Если меры р.„ не образуют слабо относительно ком­
пактное множество в М (в М(^)1)), то найдется такая с.п. {/ij в А (в Н™), 
что

lim supl®n(Aft) |>0.
к п

Сначала мы докажем эту лемму для пространства А. Ясно, что р,„>0; 
пусть р„=г/„ • ?u+z.„, где меры сингулярны относительно пг. Если по­
следовательность {ZJ не является слабо относительно компактной, то су­
ществуют такие открытые множества Gh, замкнутые множества F^G^. и 
число г>0, что т(Еь)=0, и для некоторой последовательности nt<n2<.. • 
выполнены неравенства Xnft(FA)>r ((*),  стр. 389); поэтому можно поло­
жить hk=tygnit, где fk — функция из А, имеющая пик на Fh, а числа /*  на­
столько велики, что \УУс1рп1! |>г/2 и £|М(£) |^2 при всех t. Пусть те­
перь последовательность {А,,} слабо относительно компактна. В силу лем­
мы 3 мы можем считать, что yn=xn+zn, где функции хп^1А образуют слабо 
относительно компактное множество, г„=г/п-%е„ (множества е„ е2,... по­
парно не пересекаются и замкнуты) и § zndm>6>Q при всех п. Из пер­
вой части леммы 1 вытекает, что достаточно построить такую с.п. {/3} 
в А, что

lim sup | J z„/a dm | >0.

Будем считать, что z„m-*A,  в топологии о(М, С). Тогда %=И=0, поскольку 
[|А,||=§ dA,=lim $ z„dzre>6. Пусть А=м-т+р, где мера р сингулярна относи­
тельно т. Если р=^0, то р не аннулирует А (так как ||р||=$ 1 dp), и можно 
применить лемму 4. Предположим, что р=0. Пусть а=^ и dm. Можно счи­
тать, что при всех п 111гптЦ-Цит111 = |$ (zn-u)dml<2',a. Положим 
=Кеп, kn=ken (см. лемму 2). Воспользовавшись тем, что lim $ fkndm=^ fdm 
при feL1, lim j gzn dm=^ gu dm при g^C и lim sup |Kn (t) -11 =0, нетрудно
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построить такую последовательность п1<.Пг<..,, что:

кп. j и dm— J и dm\ <2-2а(2-1 + ... + 2_s)> s=l,..., 2,...; 

j-i
(1)

(2)

l£„ s+1 (О- 1К2-4, ^e„s+1, s=l,2,... (3)

Положим ws= П knj, fs=ws-Kns„. С помощью индукции легко проверить, 
j=l

что S |<|A:ni(i) | — |ws+i(i) | при всех s, поэтому {/.,} — с.п. в А. Из 
j=i

(1) и (2) вытекает, что |$ w,zns,,dm\>a—а(2~2+2_3). Так как функция 
znstl сосредоточена на <?Пм1, то из последнего неравенства и формулы (3) 
следует, что | $ fsznst,dm | >а—а (2~2+2~3) — 2~4 $ znstldm>a—a (2~2+2~3) — 
-2~i(l+2~i)a'>2-ia,.

Доказательство для пространства Н°° проще. Тем же способом, что и 
для А, все сводится к случаю, когда меры ц„ абсолютно непрерывны от­
носительно т{ (при этом используется теорема о множествах пика для 
Н°°, доказанная в (9)). Но в этом случае у последовательности {ц„} непре­
менно существует о (М (2Л), С (2R)) -предельная точка, имеющая ненулевую 
сингулярную часть относительно т, (поскольку С(9)1) =Ll (mt) *),  и можно 
применить лемму 4.

Теперь теорему 2 легко вывести из лемм 1 и 5 и того факта, что для 
каждого банахова пространства X множество {феХ‘: Ф(х) =ЦФ|| для не­
которого х^Х, ||х||=1} плотно в X*  (см., например, (“)).

Ленинградский государственный университет Поступило
им. А. А. Жданова 6 V 1975
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