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1. Уравнение Больцмана для максвелловских молекул (потенциал 
взаимодействия 77(г) =а/г4) можно записать в виде

If jdwdn^(~) [/(v')/(w')-/(v)/(w)], (1)

где u=v—w, g(cosO) — произведение дифференциального сечения рассея­
ния на модуль относительной скорости, п — единичный вектор направления 
относительной скорости частиц после столкновения, dn=sin 0 dQ dtp. Ско­
рости v' и w' частиц после столкновения имеют вад

, v+w Jv—wl , v+w Jv—w|
v =------- +--------- n, w ------------------------ n.

2 2 2 2
Покажем, что применение к уравнению Больцмана (1) преобразова­

ния Фурье по скорости приводит к существенному упрощению нелинейно­
го столкновительного члена. Полагая

cp(x,k,f) = Jdve-ikv/(x,v,f), (2)

умножим уравнение (1) на ехр(—ikv) и проинтегрируем по скоростям. 
В результате получим

^ + \777^=^[(Р,(р]= f dve~ikv (3)
at дкдх. ->

Интеграл в правой части уравнения (3) можно записать в виде
5[ср, ф] = Г dvdw/(v)/(w)e_ik<v+w)/2f’(u,к),

где
F(u,k) = j-g-.kun/2_e-;ku/2j (4)

Из формулы (4) следует, что У (и, к) =F (к, и). Поэтому

£[<р, ф] = J dndw/(v)f(w)e_ik(T+w)/2 j k/2j

Меняя здесь порядок интегрирования и используя обозначение (2), полу­
чим окончательный вид интегрального оператора в уравнении (3)

*S[<p,<p]=J g (у-) [ Ф ( к+кП ) Ф( k 2кП ) ~Ф(к)Ф(0) ]• (5)

Этот интеграл является двукратным (по поверхности единичной сфе­
ры) , в то время как исходный интеграл столкновений Больцмана является 
пятикратным. Относительная простота оператора (5) дает возможность 
получить новую информацию о свойствах уравнения Больцмана.
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2. Рассмотрим пространственно-однородное уравнение Больцмана

■|у = J[/(v')/(w')-/(v)/(w) ]. (6)

Сформулируем два свойства этого уравнения:
(А) Уравнение (6) инвариантно относительно одпопараметрической 

полугруппы преобразований

- --1с г (v—w)2 тToJ=f’ T^7^idwH',y’t)cxpr^—] (7)

функции распределения /(v, f).
(Б) Пусть функция распределения /(v, t) удовлетворяет уравнению 

(6); тогда при любом фиксированном значении параметра 0<s<°° функ­
ционал

Hs [/] = J dv Fs (v, Н In Fs (v, i), (8)

где
Fs (v’0=7^ Jdvf f(w’exp [ ~ (V SW)'~ ] (9)

монотонно не возрастает с ростом t.
Свойства (А) следует из очевидного равенства для оператора (5)

S[ф(k)e~'l,sk2, ф(к)е_'/,8Й!]=е“'/,5Л25[ф, <p], 0^s<<»,

и теоремы о свертке для преобразования Фурье.
Свойство (Б) является обобщением /7-теоремы Больцмана. Для его до­

казательства достаточно заметить, что согласно свойству (А) при любом 
фиксированном 0<s<°° функция Fs(y, t) (9) является решением уравне­
ния (1), и, следовательно (/7-теорема Больцмана), функционал (8) не мо­
жет возрастать с ростом t.

3. Считая отклонения от равновесия малыми, положим

(т \ 5/2 / mvz \2лг) еХР\ИГ) (10)

и, пренебрегая в интеграле столкновений I[f, f] квадратичными по Ф(у) 
слагаемыми, рассмотрим задачу на собственные значения для линеаризо­
ванного оператора столкновений

Обычно требуют ограниченности интеграла
ЦФ[|2= pvMv)®2(v), (12)

что позволяет применять теорию самосопряженных операторов в гильбер­
товом пространстве Н с нормой (12). Собственные функции оператора L, 
принадлежащие пространству Н, и соответствующие собственные значе­
ния известны (*). Однако, как отмечалось в литературе (*), интеграл (12) 
не имеет физического смысла и поэтому, вообще говоря, нет оснований 
ограничиваться рассмотрением функций из пространства Н. Действитель­
но, для существования интеграла (12) необходимо, чтобы функция рас­
пределения /(v) (ср. (10)) убывала при быстрее, чем ехр(—mvz'^T).
Такое ограничение является слишком сильным, так как никакие физиче­
ские соображения не запрещают рассматривать функции распределения 
даже со степенным убыванием при
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Рассмотрим задачу на собственные значения (И) при минимальных 
ограничениях на функцию Ф (v). Потребуем существования интегралов

/,= J dv f0 (v) IФ (v) I, I2= J d\ f0 (v) IФ (v) I v2 (13)

т. e. ограниченности гидродинамических моментов функции распределения 
/(v). Положим

вд_(£г) '1 [-^(v+;t2 ] «4>

и, применяя это преобразование к уравнению (11), получим

и(к)=Я[Л]=ге0 Jdng р ( +fe('k 2~^)
Оператор R является линеаризованным оператором столкновений в 

Фурье-представлении (ср. (5)). Этот оператор инвариантен относительно 
полной ортогональной группы, включающей вращения и инверсию, и груп­
пы изотропных растяжений (сжатий) трехмерного пространства; его соб­
ственные функции имеют вид

A.,m(k; г)=А-У;,„(к/А-), (15)

где Yim (п) — сферическая функция, а г — некоторый, вообще говоря, 
комплексный параметр (Rer^O); соответствующие собственные значения 
равны (1=0, !,..•)

0 g(cos 0) ^cosr"г г 0 / 0 \
A,i(r)=2nn0j tZ0 sin 0g (cos 0) |cosr —Л I cos—J

0
+ sinr — Pl (sin — j — (l+бгобго) J ,

+

(16)

тде Pi(x) — полином Лежандра. Подставляя (15) в левую часть равенст­
ва (14) и используя формулу обращения преобразования Фурье, найдем 
собственные функции оператора L (11):

где iFi(a; у; z) —вырожденная гипергеометрическая функция.
При справедлива асимптотическая формула (г—Z=#0, 2, 4,...)

Фгт(у; г) ~
T(Z+72)

Поэтому интегралы (13) существуют, если только Rer>2.
При г=1+2п, п, 1=0, 1,..., вырожденная гипергеометрическая функ­

ция сводится к полиному Лагерра

Ф1т(у; 2п+Г) =
n!T(Z+72)
Г(и+г+72)

В этом случае существует интеграл (12), и соответствующие собствен­
ные значения X„;=X;(2n+Z), п, 1=0, 1,..., (16) образуют дискретный 
спектр оператора L в гильбертовом пространстве Н. В общем случае урав­
нение (11) имеет нетривиальное решение (вообще говоря, не единствен­
ное), удовлетворяющее условию ограниченности интегралов (13), если чис­
ло Z принадлежит области значений хотя бы одной из комплекснозначных 
функций ХДг), 1=0, 1,..., (16) при Rer>2. Действительным значениям 
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параметра г отвечают действительные значения X и действительные собст­
венные функции. Все собственные значения лежат в левой полуплоскости 
ReХ<0, причем Х=0 не является изолированной точкой спектра, так 
как Хо(2)=О, а Х0(г) — непрерывная функция. Следовательно, в классе на­
чальных условий для уравнения Больцмана со степенным убыванием при 
р->-оо скорость асимптотической релаксации (связанная со спектром опе­
ратора L (11)) зависит от показателя степени и, вообще говоря, не имеет 
нижней границы. Полные доказательства приведены в (2).
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