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В настоящей заметке рассматривается новый класс сингулярно возму­
щенных задан. Начиная с работы (*), исследования, связанные с сингуляр­
ными возмущениями, имеют дело, как правило, с возмущающими диффе­
ренциальными операторами (2). Для выяснения общих закономерностей 
в сингулярно возмущенных задачах имеет смысл изучать и другие возму­
щающие операторы. Имеется небольшой список сингулярно возмущающих 
операторов, отличных от дифференциальных: это, например, оператор за­
паздывания (2), оператор типа Вольтерра с неинтегрируемой особенностью 
в ядре (3).

Мы рассмотрим в качестве возмущающего оператора интегральный 
оператор с ядром типа Коши на гладкой разомкнутой дуге.

Сингулярность возмущения в данном случае связана с тем, что реше­
ние возмущенного интегрального уравнения ищется в классе ограничен­
ных функций. Но из общих соображений (4) следует, что такое решение 
с необходимостью обращается в нуль в концах дуги. Однако невозмущен­
ное решение этому условию, вообще говоря, не удовлетворяет. Отсюда и 
появляется пограничный слой, характерный для решений сингулярно воз­
мущенных задач.

1°. Постановка задачи. Теорема существования, 
единственности и предельного перехода. Рассмотрим син­
гулярное интегральное уравнение

4(^)ф(^)+ ——f ¥^-dt + [ n(t, t0^(t)dt=/(t0), (1)
m, J t—t0 JL L

где e — малый положительный параметр, L — гладкий разомкнутый контур 
в комплексной плоскости с концами с,, сг. Решение уравнения (1) ищется 
в классе //-функций, удовлетворяющих условию Гёльдера на L. Относи­
тельно A (t0), В (t0), f(t0), n(t, t0) будем предполагать следующее: A(t0), 
/(to) — нецрерывно дифференцируемые на L функции, В (t0)^H на Lr 
n(t, to) — непрерывно дифференцируемая на ЛХЛ функция.

Определим числа cfe следующим образом:
aft=ReYft, y)I=(—l)ftln G(ch)/2ni,

G(t0) = (A(t0) -&B(to))/(A(to)+sB(to)), k=i,2.

Определим невозмущенное уравнение, соответствующее (1) (е=0):
A (to)ф(to) + J п(t, t0)ф(t)dt=j(to). (2)

L,

Пусть выполнены следующие условия:
1) 4 (to) =5^0 на L;
2) 42(to)-e252(to)^O на L;
3) 0<сс*<1, к=1,2;
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4) уравнение (2) однозначно разрешимо при любой правой части, и ре­
шение его фо (io) не обращается в нуль в концах контура L.

Теорема 1. Пусть выполнены условия 1) —4).
Тогда для достаточно малых е существует единственное решение 

ф(#0, е) уравнения (1) в Н и имеет место равномерный предельный пере­
ход

Ишф(£0, е)=ф0(А,)
£—►0

на L', где L' — часть дуги L, не содержащая концов с,, с2 вместе с окрест­
ностями конечной длины d.

Доказательство теоремы 1 основано на методе регуляризации 
Карлемана, который позволяет вместо уравнения (1) рассматривать урав­
нение Фредгольма

A (t0) ф (ta) + j п (t, i0) Ф (С dt + j R (i, i0, е) ф (i) dt=f (i0). (Г)
L L

Норма оператора

(Яф) (io) = , i0, е) ф (t) <2i

может быть оценена в L2[L] при достаточно малом е следующим образом: 

где a<-v<l (а>шах (а,, а2)), С — постоянная, не зависящая от е. Отсю­
да следует существование и единственность решения возмущенного урав­
нения (1). Если ^(i, i0) и f(i, i0, е) — резольвенты Фредгольма для урав­
нений (1), (1') соответственно, то можно показать, что

7(i, io, e)=y(i, i»)+/?(i, i0, e)+6(i, i0, е),

причем 6(i, i0, e) равномерно мала на LXL:
|6(i, io, e) |=O(e1-v)

Эта оценка позволяет доказать возможность предельного перехода, 
сформулированного в теореме.

Часть дуги L, на которой отсутствует равномерная сходимость при 
е^-0 решения ф(?„, е) к фо(^), называется по терминологии (2) погранич­
ным слоем. Поясним причину возникновения пограничного слоя, отмечен­
ную выше: всякое решение ф(^, е) уравнения (1) класса Н при выполне­
нии условий 1)—3) необходимо обращается в нуль в концах контура L (4), 
в то время как невозмущенное решение ф0(^) этим свойством, вообще го­
воря, не обладает.

2°. Итерационный метод. Воспользуемся для приближенного 
решения уравнения (1) методом последовательных приближений. Будем 
искать решение уравнения (1) в виде

ф(^, e)=qs(i0, e)+n(io, е).

Используя это представление, запишем уравнение (1) в виде системы 

A (io)$(io) + J n(t, to) (q>(t)+n(i))dt=/(i0),
L

fq>(i)+II(t) a (3)
A (t0) П (i0) +-----:— I......... ............. dt=Q.

ni * i io

Тогда решение системы (3), если оно существует, дает и решение уравне­
ния (1). Будем решать систему уравнений (2) согласно следующему ите­
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рационному процессу:

Л(£0)ф*(£0) + (фл(г)+Пл_1(0)^=/(/о),
L

e5(i0)
л (МП*(io) +——

Л1
По(/о)^0,

г Ф*(£)+'П*(£)
J t-t0 

к=1,2,...

(4)

Обозначим ф„(Л, е)=ф„(£0, 8)+П„(£0, е) и назовем функцию ф„(£0, е) 
п-м приближением к ф(£0, е), a ф„(£0, е) и П„(£о, е) — регулярной и по- 
гранслойной функциями га-го порядка соответственно.

Из (4) Находим, что ф4(£0, е) =фо(£о), где фо (io) — решение невозмущен­
ного уравнения (2). Решая уравнение

&В (i0)
л (м а (м +—— 

яг

г фо (i) +П1 (i)
J

Находим П1 (i0, е):

П* (i0, е) = (Л (io) Л* (i0) -1) ф0 (i0)
&В* (to) Z (ta) Л(£)ф0(£)

Z(i) (i—to)

где Z(t) — каноническая функция класса 1г(е^ с2) (4),
Л* (to) =Л (to) /Л2(i0) -евг (t0), В' (t0) =В (to) /А2 (to)-г2В2 (to);

Следующим шагом определяем ф2(£0, е):
ф2 (to, е) =фо (io) + J у (i, io) П/ (i, е) dt,

L

где ч (t, to) — резольвента Фредгольма невозмущенного уравнения (2). 
Аналогично определяются функции фА(£0, е) и П*(£о, е):

q?*(io, е)=фо(М +J 't(t,to)Hk-i(t,e,)dt,
L

тт Z. ч ,ч-п ч eB-(to)Z(to) [• A(t)<ph(t)
n*(io, e) = (A(t0)A (М-1)ф*(Ме)------------- -------

Ш J Z(t)(t—to)

Можно показать, что последовательности {ф*(£0, е)} и {ПА(£0, е)} ма­
жорируются для достаточно малых е сходящимися геометрическими про­
грессиями со знаменателем <?<1. Если представить точное решение урав­
нения (1) в виде

<р(£0, е)=фп(£о, e)+II„(to, e)+A„(t0, е),
то для A „(to, е) имеет место оценка 

lA„(t0, е) I
^А||фо|| дп

v 1—д
постоянная К зависит от Л (i0), B(t0) и контура L, ||ф0|| — норма невозму­
щенного решения уравнения (2) в С (L).

Теорема 2. Пусть выполнены условия теоремы 1.
Тогда для достаточно малых е приближения п-го порядка

Ф„(£о, е)=Ф„(£о, e)+nn(t0, б)
равномерно сходятся на всем контуре L к решению ф(£0, е) уравнения (1) 
и имеет место оценка

|ф(£0, е) — ф„(£о, е) |<Ce(t~v)", (5)
еде oc<v<l (а>шах (а,, а2) ), С — постоянная, не зависящая от е и п.
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В заключение отметим, что итерационный метод дает последователь­
ные приближения, сходящиеся равномерно к точному решению. В срав­
нении с асимптотическими оценками (2) соотношение (5) имеет то пре­
имущество, что постоянная С не зависит от п.

Институт физики твердого тела Поступило
Академии наук СССР 30 VI 1975
Черноголовка Московской обл.
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