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Цель заметки — сведение второго комплексного метода Кальдерона 
в случае банаховых идеальных пространств с полунепрерывными норма­
ми к вещественной конструкции Кальдерона.

Обозначения. Если Е — банахово пространство, то В(Е) = {х^Е: 
П={г: 0<Rez<l}, П={г: O^Rez^l}. (Т, S, ц) —пространство 

с вполне о-конечной мерой, S=S(T, S, ц) — пространство всех комплекс­
ных измеримых функций на нем (ц—эквивалентные функции и множе­
ства, как обычно, отождествляются). Всюду далее s есть фиксированное 
число такое, что 0<s<l.

1. В (*) построены следующие два комплексных метода интерполяции 
(см. также (2), гл. III, § 4). Пусть Ео, Е, суть комплексные банаховы про­
странства, непрерывно вложенные в некоторое топологическое векторное 
пространство. На пространстве Е^+Е! рассматриваем обычную норму, 
превращающую его в банахово пространство.

Первый метод. Рассматривается пространство ^(Е„, Е^ всех 
функций <p(z) (cell) со значениями в E0+Et, голоморфных в П, непре­
рывных и ограниченных в П и таких, что функция ср(/+И), —°°<т< + о° 
принимает значения из Е, и непрерывна и ограничена в Eh /=0, 1. Про­
странство 5^(Ео, Е{) является банаховым относительно нормы

Цф||ей=тах { sup ||<р(/+гт)||Е.}.
j=0,l -оо<Т<00

Через [Ео, EJS обозначается множество всех x^EB+Ei, представимых в 
виде z=cp(s), где (f^^-(EB, Es). Пространство [Ео, с нормой |Щ| =
= inf ||ср 11^ является банаховым пространством.

Второй метод. Рассматривается пространство .У(Ев, Е() всех функ­
ций ф(з) (геП) со значениями в Ео+Е^ голоморфных в П, непрерывных 
в П, удовлетворяющих неравенству

Пф(з) || Bo+Bi^C (l+|z|), zen.

и таких, что <р(/+гт2)—(рЦ+И^еЕ.,- при — °°<т1, т2<+°°, 7=0, 1, причем

II ф k = max sup
3=0,1 С—oo<T1<T,<oo

Ф (/ + iT2) — <р (7 + Их) 
т2 — Тх

Факторизация гЛ-(Ев, Е,') по подпространству констант приводит к бана­
хову пространству, обозначаемому снова через s4-(EB, Et). Через [Ео, Ei]s 
обозначается множество всех х^Еа+Е^ представимых в виде x=d<p(s') /dz, 
где сре^(Ео, ЕЦ. Пространство [Ео, E,]s с нормой ||z||= inf ||<plr^ явля­
ется банаховым пространством.

Пространства [Ео, ЕЦ, и [Ео, EJS являются интерполяционными меж­
ду Ео и Е4 пространствами с нормальным типом s; эти и другие их свой­
ства можно найти в (*,2).
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2. Банаховым идеальным пространством (сокращенно
б.и.п.) на (Г, S, ц) называется банахово пространство X, являющееся 
векторным подпространством в S и удовлетворяющее условию: если х^Х, 
y^S, | у | =5 | rr |, то у^Х и || у || ||ж||. Норма в X называется полунепре­
рывной, если из 0^хп]х^Х следует, что sup IX || = ||ж||. Норма в X на­
зывается монотонно полной, если из ОСягЛ, хп^Х, sup II zn||<°° сле­
дует, что sup хп^Х.

Пусть далее Хо, X, суть произвольные б.и.п. на (71, S, р). Через X(s) = 
=X1“’XS обозначается б.и.п., состоящее из всех x^S таких, что | х | sg 
sS/JX-X для некоторого числа Z>0 и некоторых &^х^Х} с IXIk-^1, 7=0, 1. 
Для xel(s) за норму ||a:|L(S) принимается инфимум всех возможных Л в 
предыдущем неравенстве. Эта конструкция введена в (*) п изучалась так­
же в (3_5). В (*) показано, что [Хо, X]s<=X(s)<=[Х0, X]5 и нормы операто­
ров вложения =S1; однако, вообще говоря, эти три пространства различны, 
даже если нормы в X и Xt полунепрерывны. Там же показано, что ХГ1Х 
плотно в [X, XL, но, вообще говоря, не плотно в X(s) и [X, XIs-

3. Пространство Xs), в отличие от [X, X]» и [X, XIs, не является, 
вообще говоря, интерполяционным между Х« и X, даже если нормы в Xi и 
Xt полунепрерывны; соответствующий пример приведен в (6). Однако эта 
вещественная конструкция существенно проще обеих комплексных мето­
дов; исходя из конкретных X, Xt построить X(s) обычно бывает весьма 
несложно. В (7) осуществлена редукция первого комплексного метода к 
указанной вещественной конструкции и доказана следующая

Теорема (В. А. Шестаков). Пространство [X, XL совпадает с за­
мыканием множества X0C\Xi в X(s), причем норма в [X, X]» совпадает с 
нормой, индуцированной из X(s).

Нашей целью является подобная же редукция для второго комплексно­
го метода. В (*) показано, что если шар 5 (Xs)) замкнут в Х+Х\, то 
пространства Xs) и [X, XIs и их пормы совпадают. Из результатов (3) 
следует, что если нормы в Хо и X, полунепрерывны п монотонно полны, 
то этими же свойствами обладает норма в Xs), а, значит, шар В (Xs)) 
замкнут в Xo+Xi. Из сказанного ясно, что если нормы в X и X полу­
непрерывны и монотонно полны, то пространства X(s) и [X- XL п их 
нормы совпадают.

Следующий результат является основным.
Теорема 1. Если нормы в Ха и X, полунепрерывны, то шар 

5([Х, XIs) совпадает с замыканием шара B(X(s')') в пространстве 
х+х.

Нам неизвестно, существенно ли требование полунепрерывиости норм 
для справедливости теоремы; заметим, впрочем, что в приложениях оно, 
как правило, выполняется.

Теорема 2. Если одно из пространств Х«, Xt есть TEXT. 2, ц). то 
заключение теоремы 1 справедливо без каких бы то ни было ограничений 
на второе пространство.

Доказательство теорем 1 п 2 основано на следующей лемме, в которой 
X, X суть любые б.и.п. па (Т, S, р) (полунепрерывность норм пе тре­
буется) .

Лемма. Пусты, a) Th есть возрастающая последовательность изме­
римых подмножеств из Т, причем UTk=T; б) Q^y^S, причем Рку-^Х}, 

где Pk есть оператор умножения на характеристическую функцию Тк, и 
sup IIAXIxX1’ 7=о> L в) ж=Уо"’^.’еХ+Х и \\х-Рку^уг\\хсГх,^0.

Тогда же5([Х, X?)-
Наметим ее доказательство. Можно считать, что носитель х есть 

все Т. Положим ?n=r1Z’1z/01_sz/1s+ 2 rh(Ph—Р^^у1̂ ’ y,s, где числа г„>1 по- 
к = 2
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добраны так, что г4+°° и ряд сходится по норме в X0+Xi. Тогда w=w0+wh 
где w0^X0, w^Xt, WtfW^O. Подберем теперь е>0 так, что sup ЦР^г/до 

к
+е^Д^<1, 7=0, 1. После этого найдем функции Xj*=S, 7=0, 1 и числа 
0<М+°° такие, что: a) 0^х^У1+ею>; б) жо_г^15=ж; в) тах{;Го(7), 
xt (t)} min {xo (t), Xi(t)} для почти всех t^T\Th. Затем построим 
функцию ср: П—rX0+Xi, положив для деП

Z

<p(z) (Z)= t^T.
°,5

Оказывается, что ере$£■(Хо, ХД, ||cp||S^l, cpz(s)=^.
Дадим теперь краткую схему доказательства теоремы 1. Пусть 

U есть замыкание шара В{Хй~*Х^) в Хо+Х,, R — линейная оболочка К, 
|| • Пл — функционал Минковского множества U. Тогда (Я, || • ||н) есть б.и.п. 
и/7([Х0, ХД 3) -7/ (см. (7)). Фиксируем произвольный xj=R такой, что 
|Ы1в<1. Достаточно лишь доказать, что х^В([Х,,. ХД8). Можно считать, 
что и носитель х есть все Т. Найдется возрастающая последователь­
ность измеримых множеств Тк — Т такая, что U Tk=T, Pxx<^B(X(s)). 

к
||x—PhxILo+Xi—’■О. Так как норма в Х3 полунепрерывна, то Xj является к-*- ос
подпространством во втором дуальном пространстве X/'. Кроме того, так 
как (ХсДХ,3) " = (Х0")1_8(Х1")8 (см. (3)), то, используя сказанное перед 
теоремой 1, имеем 77<=5((Х0")1_8(Х1//)8). Теперь уже нетрудно построить 
соответствующие у0 и у^ после чего останется применить лемму.

При доказательстве теоремы 2, если Xj=L”(T, S, ц), то применяя 
лемму, за у, нужно взять соответствующую константу.

Замечание. Пз результатов (7) и нашей теоремы 1 следует, что в 
условиях теоремы 1 шар В([Х0, ХД8] совпадает с замыканием шара 
5([Х0, ХДД в Хо+Хр Нам неизвестно, всегда ли шар В([Е0, КД3) совпа­
дает с замыканием шара В([Е0, КДД в E0+Et для произвольной интер­
поляционной пары Et>, Ei.

Ленинградский военный инженерный институт Поступило
им. А. Ф. Можайского 18 VII 1975
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