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О НАИЛУЧШИХ НА МНОЖЕСТВАХ ФУНКЦИЙ 
КВАДРАТУРНЫХ ФОРМУЛАХ

(Представлено академиком С. М. Никольским 15 IX 1975)

В 1950 г. С. М. Никольским (*) была поставлена следующая экстре­
мальная задача теории квадратурных формул: пусть задано множество Н 
функций /(ж); требуется при заданных пир выбрать значения узлов xk 
к весов A/,j, k=l, ..., п; j=0,. . . , р, так, чтобы для квадратурной формулы

1 ‘пр

JАч/<’)(^) + Rn(f) (1)
о fe=l j=0

величина

Rn = sup IRn(f) I
fell

была наименьшей. Величина Rn называется точной оценкой остат­
ка формулы (1) на множестве Я. Найденная в результате реше­
ния этой задачи формула (1) называется на и лучшей на множе­
стве И.

В С) были решены первые экстремальные задачи теории квадратурных 
формул, в (2) дан обзор полученных позже основных результатов в этом 
направлении.

В работе С. М. Никольского (“) была также, по-видимому, впервые об- * 
паружена связь между квадратурными Формулами и кусочно-полиноми­
альными функциями (сплайнами), исследованная впоследствии в работах 
И. Шенберга (3), С. Карлина (4), Н. П. Корнейчука и Н. Е. Лушпая (5) 
и других авторов.

Наибольший интерес представляют задачи нахождения наилучших 
формул (1) при р=0. В этом направлении достаточно общий результат 
получен В. П. Моторным (6).

В настоящей работе выяснены некоторые общие факты относительно 
наилучших квадратурных формул, а затем при их помощи найдены наи­
лучшие формулы (1) при р=0 для ряда множеств функций.

Пусть Л/>0, l^g^oo, заданы. Через W^Lq обозначим, согласно
(*, 2), множество всех функций /(ж), которые на отрезке [0, 1] имеют 
абсолютно непрерывную производную порядка i—1 и производную поряд­
ка г, удовлетворяющую условию I4q<0,

Через Wu^Lq обозначим множество всех функций /(z), которые при­
надлежат множеству W^Lq и удовлетворяют условиям

^(/)=0, i=l,...,s,
где 0^№£2г, а функционалы

Т—1

^/)=£[W(4°)+M(41)1, i = l,...,s, (2)
J=o

линейно независимы.
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Систему (2) можно продолжить (7) до линейно независимой системы 
..., U2r.
Пусть Vi,..., V2 г — функционалы краевых условий, сопряженных (7) 

к условиям Ui(f) =0, г=1,. . ., 2г, относительно дифференциального выра­
жения г/(г), a .A\p(V) есть множество всех моносплайнов К(х) вида

г П р
к =~г\+ + У, у1, сы (х - **) г3-1,

j=Q fe=l J=0

удовлетворяющих условиям
7<(7Г)=0, г=1,. .., 2r—s, £fee=[0, 1], k=l,... ,п-

здесь a+3=i? при u>0 и w+J=0 при w<0.
Теорема 1. Наилучшая на множестве Wu^Lq квадруполъная фор­

мула (1) при р<г имеет узлы, веса и оценку остатка

xh = tk', Л, = (- l)j[/c<r_,“1) (*г -0)- (^ + 0)],

Л=1,..., п; 7=0,. . ., р,
Яп=Л/Ш|Ьр(0, о, /;-1+?-1=1,

где КДх) — моносплайн наименьшего уклонения от нуля на отрезке [0, 1] 
в метрике Lp из множеств Kr, Р(У), a th*, k=i,. . ., п,— его узлы.

Пусть m<s, a есть множество всех функций /(ж), принадле­
жащих множеству W{r}Lq и удовлетворяющих условиям

^(/)=0, i=l, . . . , пг.

Квадратурные формулы вида

1 п р в

J f(x)dx = У, £^/и,(о+ £ b.iw+RnW (з) 
о k—i j = 0 i — m + i

назовем формулами типа Маркова.
Теорема 2. Для того, чтобы формула (1) при р<т с узлами xk, к= 

= i,..., п, и весами Akj, /с = 1,..., п; 7=0,. . . , р, была наилучшей на мно­
жестве Wu>Lq, необходимо и достаточно, чтобы формула (3) при р<г с 
узлами ик=хк, к=1, . .. , п, весами BM=Aki, к=1,..., п; /=0,..., р, bt= 
=V2r+i-i(K„), i=/n+l,..., s, была наилучшей на множестве Wv}Lq. Для 
этих формул

sup 1Лп(/)| = sup |2?„(/)l.

Моносплайн К, (ж) определен в теореме 1. Теорема 2 обобщает резуль­
тат работы (8).

Ниже будем считать г четным. Пусть множества Л>, Д^{0, 1,..., г—1}. 
С помощью теорем 1 и 2 доказывается следующее утверждение.

Теорема 3. Единственная наилучшая на множестве W^Lg квадра­
турная формула типа Маркова

1 п г—2

J/(я) dx = £ а^ (0) +£ £ Akjf™ (xj + £ (1) + Rn (/)
0 h=i j=0 jeJi

определяется следующими значениями узлов и весов-.

^л=[бо+2(/с—1) ]h, к=1,...,п-,
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1

Akj

Anj
r! r,P

a}

(1), 7 е Л,

где
Л=(2ге-2+б0+б1)-1, б(=[7?г, Р(1)/7’.,.1 г, р(1) ]1/г, 7=0,1, 

Z?r p(z) — многочлен наименьшего уклонения от нуля на [ — 1, 1] 
ке Lp, р_1+^_1 = 1, среди всех многочленов степени г со старшим 

циентом 1, TJi, r> р (z) — многочлен наименьшего отклонения от

в метри- 
коэффи- 
нуля на 

[О, 1] в L„ среди всех многочленов Т(х) степени г со старшим коэффици­
ентом 1 и удовлетворяющих условиям

Т{»(0)=0, /е{0,...,г-1}, r-l-yVA.
Точная оценка остатка этой формулы есть

МДГ,Р(1)
r!(rp + l)1/p

Примечание. В силу теоремы 2 формула, найденная в теореме 3, 
является наилучшей и на множестве функций /(ж), принадлежащих TF(r)Lq 
и удовлетворяющих условиям

/(i)(0)=0, 7^/0, (0=0,7^.

Теорема 3 обобщает соответствующие результаты работ (9_14). Определим 
следующие множества функций:

Л={/(х): /^(0)=Г(1)=0 (7=0, 1, 3, 5,..., г-3)},
Л={/(X): /еЛ, (0) =/<'"*> (1) =0},
F3={f(x): Л (0) =/«> (1) =0, (7=1, 3, 5,..., г-1)},
F.= {t{x): i^W,r’L,. (0) =/(i) (1) (7=1, 3, 5,..., r-1)}.

Теорема 4. Единственная наилучшая на множестве Ft формула

J f(x)dx = afT-1} (0) + J1, Akf(xk)+ р/(г-1,(1)+ #„(/)
о

имеет узлы, веса
к

п+Т ’

■Rn

Л=1

xk Ak
1 

п+1 ’
и точную оценку остатка

(4)sup I7?n (/) I
/eFl

где В ., — числа Бернулли.
При доказательстве этой теоремы используются интегральное пред­

ставление остатка квадратурной формулы через функцию Грипа (“) и 
теорема И. Шенберга и С. Карлина (15,16).
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Из теорем 2 и 4 следует
Теорема 5. Единственная наилучшая на множестве F2 формула

1 п

J f (х) dx = Ahf (xk) + Rn (/)
О к— 1

имеет узлы хк=к/(п+1), веса Ak=i/(п+1), к—1,.. ., п, и точную оценку 
остатка, равную значению (4).

Следствием теорем 2 и 5 является
Теорема 6. Единственная наилучшая на множестве Fs формула

1 п
J /(x)dx = Z?/(0) + АЖ) + С/(1) + Яп(П (5)
О ft=l

имеет узлы xk==k/(п+1), веса А„=1/(п+1), к=1,..., п, В=С'=1/2(п+1) и 
точную оценку остатка, равную значению (4).

Следствием теорем 2 и 6 является
Теорема 7. Единственная наилучшая на множестве Ft формула (5) 

имеет узлы xk=k/ (п+1) веса Лк=1/(п+1), k=i,..., п, B=C=\/2(ji+\') и 
точно оценку остатка, равную значению (4).
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