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Для рассмотренных ниже многомерных обратных задач при довольно 
общих предположениях имеет место теорема единственности; построени­
ем мажоранты модуля непрерывности соответствующих обратных опера­
торов получены оценки устойчивости. Решение этих задач можно найти 
методом последовательных приближений, сходящихся со скоростью 
M8s_1[s!]_'/2, где s —шаг итерации, М — положительное число, не завися­
щее от s Везде дополнительная информация имеет размерность восста­
навливаемых коэффициентов уравнения. В работах (1_4) и др. также рас­
смотрены различные обратные задачи для линейных и квазилинейных 
параболических уравнений.

Пусть D — ограниченная область (п+1)-мерного эвклидова простран­
ства, с достаточно гладкой границей Г, v — направление внутренней нор­
мали границы, Do — проекция области D в n-мерное пространство, х= 
•= (жъ х2,..., х„), (х, у) — (х^ х2,..., хп, у) — произвольные точки областей 
Do ъ D сооответственно, Q=Z)X(0, Г], Qa=DoX (О, Т], 5=ГХ[0, Т], Т> 

. >0 — заданное число.
1. Линейные параболические уравнения. Рассмотрим 

задачу об определении функций {а(х, t), и(х, у, t)} в области й, удовлетво­
ряющих уравнению

Ut—а(х, t)Au=h(x, у, t), (х, у, (1)

и следующим дополнительным условиям на частях ее границы:

и(х, у, 0) =<р (.г, &), (х, y")<=D; (2)
и(х, у, t) |s=/(g, ц, i), /U, ц, 0)=ф(ж, у) |г, U, т], t)e=S; (3)

а(х, t)uv(x, у, t) |s=g(|, т|, t), (g, ц, t)^S, (4)
где h(x, у, а/2(Й), <p(z, г/)еС2+а(О) ЛС(Л), /(|, ц, 0еС2+а, 1+а/2(5),
g(£, т), t)eCa: a/2(iS), 0<а<1,— заданные функции.

Эту задачу назовем задачей 1.
Определение 1. Функции {а(х, t), и(х, у, £)} назовем реше­

нием задачи 1, если:
1) а(х, £)>0 и а(х, Т)^С(Йо);
2) и(а:, у, i)sC2, i(Q)riC(Q) и существуют пределы функций

UXI &,у, i),i=l, 2, при (х, z/)->U, 1])еГ;
3) удовлетворяются условия (1) —(4).
Через М обозначим множество решений, для которых и (ж, у, t) имеет 

ограниченные в О производные по х и у до второго порядка. Пусть су­
ществует достаточно гладкая функция Е(х) такая, что уравнение поверх­
ности Г может быть представлено в виде у=Е(а:).

* Указываются достаточные условия для справедливости этого факта. Методом 
последовательных приближений строится регуляризующий алгоритм в случае не­
устойчивости задачи.

1005



Теорема 1. Если g(i„ т), i)¥=0, то задача 1 на множестве не может 
иметь более одного решения.

Теорема 2. Пусть g(g, ц, i)^0, {at(x, t), и^х, у, £)} является реше­
нием задачи 1 с данными hi, <р1? /,, gi, которые удовлетворяют всем усло­
виям, наложенным на функции h, ср, f, g соответственно, а величины 
№-Мс, Пф-Ф1 Пег, II/-/1 lie,„ llg-gillc меньше б>0.

Тогда выполняются оценки
| а (х, t) —al (х, t) | <N8, | и(х, у, t) (ж, у, t) | <N8,

N — положительное число, определяемое данными задачи 1 и множест­
вом М.

Доказательство проводится составлением задачи (вычитая со­
ответствующие уравнения) для разности двух решений: 'k=a—al, v—u—Ui, 
откуда, используя оценки функции Грина (5) для x(i)= шах ]Х(ж, t) |, по- X
лучается неравенство типа Беллмана — Гронуолла со свободным членом, 
стремящимся к нулю при 6—>-0.

Решение задачи 1 можно найти методом последовательных приближе­
ний; для этого выбирается некоторая строго положительная функция 
a(0)(z, t')^Ca,a/2(Qo') и при 5=0 рассматривается следующая задача об оп­
ределении функции и(1> (х, у, i):

п?+1>-а(5)(а:Д)Аи(8+1)=71(я:,1/,г), (х,1/Д)ей; (5)
u(s+l)(x, у, О)=ср(ж, у), (ж, у)е25; ц(5+1)(ж, у, о |s=/(g, т], t),

Сё, n, t)^s, (6)
Далее, по функции и(1) (х, у, t) из условия

a<s+1) (ж, i)uv<s+l> (ж, у, i) |s=g(^, ц, i), (7)

при s=0 определяется t), и эта функция используется для проведе­
ния следующего шага итерации по схеме (5) —(7) при $=1 и т. д.

Методом последовательных приближений строится регуляризующий 
алгоритм для нахождения решения задачи 1. При дополнительных огра­
ничениях на данные задачи для скорости сходимости имеет место оценка 
Ns($+1)_ 1 [s!]_,/г, где 7V>0 не зависит от шага итерации s. Кроме того, ме­
тодом последовательных приближений доказывается

Теорема 3. Пусть h(x, у, ^)еС211(й), А/г-^О, Аср=О, /;(£, ц, 0) = 
=Мё, ц, 0), /,(£, т], П, 0, g(& П, 0<0, U, ц)<^Г,~для решения за­
дачи Af—O / |г=/(ё, Л, 0 выполняется оценка fv | г<0 (С зависит от t как 
от параметра).

Тогда задача 1 имеет единственное решение.
2°. Квазилинейные параболические уравнения. За­

дача 2. Пусть теперь из уравнения
и,—а(х, и) Au=h(x, у, t), (x,y,t')^Q, (8)

условия (2), (3) и
а(х, u)uv(x, у, t) \s (9)

требуется определить {а(х, и), и(х, у, t)}. Здесь функции h, ср, /, g такие 
же, как в задаче 1.

Определение 2. Функции {а(х, и), и(х, у, £)} назовем решени­
ем задачи 2, если:

1) а(х, и)>0 и а(х, и)еС(П), где П={(ж, и): x^D, u^[Rt, Т?2]}, Rt — 
некоторые числа, г=1, 2;

2) и(х, у, £) е=С2Д (Q) DC(Q), R.L<u(x, у, t)^R2 и существуют пределы 
функций ич (х, у, t), i=l, 2,. .., п, при (х, у) (§, ц) еГ.

3) удовлетворяются соотношения (8), (2), (3), (9).

1006



Пусть функции / зависят только от t, т. е. и rt (i) = тш/(т),

r2(f) = max /(т). Предположим, что коэффициент я(х, и) в области 

П\Т>Х[г1(Г), r2(7’)] является заданным. Через Мг обозначим множество 
решений задачи 2, для которых а(х, и)еСа, 1+а(П), и(х, у, t) имеет огра­
ниченные производные по х и у до второго порядка, и если значение функ­
ции и(х, у, t) попадает в отрезок [гДТ), ^(Т)], то выполняется оценка 
ri(t)^u(x, у, l)=Sr2(i). Можно указать различные достаточные условия на 
данные задачи, обеспечивающие принадлежность решения множеству Mt. 
При принятых предложениях для задачи 2 на множестве Mi имеет место 
утверждения теорем 1—3. Метод последовательных приближений для на­
хождения решения задачи 2 применяется по схеме, аналогичной (5) —(7); 
при этом на каждом шагу итерации пользуются предположением о сущест­
вовании обратной к /(i) функции Ф(/) и доказывают те же утверждения, 
что и для схемы (5) — (7).

З’. Задачи с двумя неизвестными коэффициентами. 
Пусть теперь D — ограниченная, двусвязная область с достаточно гладкими 
границами Г и Го, 5о=Г0Х[О, Т]. Если D — односвязная область, то Го пред­
полагается внутренней, замкнутой, достаточно гладкой поверхностью, не 
пересекающейся с границей Г.

Задача 3. Требуется определить функции {«(ж, i), с(х, i), и(х, у, t)} 
из следующих условий:

ut—a(x, t)\u+c(x, t)u=h(x, у, t), (ж, у, i) eQ; (10)
и{х, у, t) \s=f(Z, л, i), (t л> 0е5; г/, 01s.=A>U, л, t),

U, ц, t) eSo; (11)
и(х, у, 0) =ф(ж, у), (х, y)^D; /(В, ц, 0) =<р(ж, у) |Г,

/о (В, ц, 0)=ф(ж, у) |Го, (12)

а{х, t)uv(x, у, 0 |s=g(B, ц, 0, U, Л> t~)^S, (13)
а(х, t)uv(x, у, t) |So=c(B, Оф(В, л, 0+go(B, Л, 0, (В, лЛ)е^о, (14)

где

h(x, у, i)sCa, a/2(Q), ф(ж, г/)еС2+С1(Т))ПС'(75),
/(В, Л, 2+а, 1+а/2 (S), /0 (В, л, t)^C 2 + а, 1+СС/2 (5о)

g(B, л, t)^c а, а/2 (S), ф(В, Т], t)^c CL, а/2 (So), g(B, л, a/2(So)

заданные функции.
О и р е д е л е н и е 3. Функции (а(х, t), с(х, t), и(х, у, t)} назовем 

решением з а д ачи 3, если:
1) а(х, t) и и(х, у, t) удовлетворяют условиям 1), 2) определения 1,
2) с(х, и удовлетворяются уравнения (10) —(14).
Теорема 4. Если g(^, ц, i)=^0, ф(В, Л> 0^0, то задача 3 на множест­

ве М не может иметь более одного решения.
Теорема 5. Пусть g(^, ц, 7)^0, ф(В, Ц, i)=^0, {аДж, t), Ct(x, t), 

Ui(x, у, t)} является решением задачи 3 с данными hi, cpt, /1? fOi, gi, фо goi, 
которые удовлетворяют всем условиям, наложенным на h, ф, /, /0, g, Ф, go 
соответственно, а величины \\h—7ц||с, Нф—Ф111с2, II/—/111с2, „ 11/о~/oillc3. „ 
||g—gillc, ||ф—ф1||с, llg—goillc меньше б>0; тогда выполняются оценки

| а (х, t) —at (х, t) | <ДЛ5, | c (x, t) —Ct (x, i) | <N8,

| и (x, у, t) -Ut (x, y, t) | <N8,

где N>Q определяется данными задачи 3 и множеством М.

1007



Теорема 6. Пусть выполнены условия теоремы 3, где вместо f сле­
дует взять решение задачи

Af=O, Лг=/(£, т], 0, f |го=/о(В, ПЛ).

Кроме того, пусть ipgo^O, ipfv | г„>0.
Тогда задача 3 имеет единственное решение.
При более общих предположениях имеет место «локальная» теорема су­

ществования. В соответствии с задачами 2, 3 исследуется задача об опре­
делении неизвестных коэффициентов а (х, и), с (х, и).

Если а (х, £) — заданная функция, то в задаче 3 отпадает необходимость 
задания условия (13) и в этом случае (назовем ее задачей 3.1), утвержде­
ния теорем 4 и 5 имеют место на множестве .решений, описываемом опре­
делением 3.

Теорема 7. Пусть if>£g, ц, t) ^=0, тогда существует такое число ta>0, 
что задача 3.1 при (х, y)<^D, имеет единственное решение.

4°. 3 а м е ч а н и я. 1) Изложенным выше способом исследуются задачи 
об определении коэффициентов младших производных, линейных и квази­
линейных параболических уравнений. 2) Рассмотренные выше задачи ис­
следуются также в неограниченных областях. Если D — все пространство, 
то в качестве дополнительного условия можно задавать и(х, 0, t) или 
иу{х, 0, t). 3) Везде вместо h(х, у, t) можно брать достаточно гладкую 
функцию h (х, у, t, и, их, а) с квадратичным ростом относительно и*.

Во всех задачах вместо А можно брать эллиптический оператор с коэф­
фициентами из Гёльдеровых пространств.

Автор искренне благодарен чл.-корр. АН СССР М. М. Лаврентьеву за 
внимание к работе.
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