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ОПИСАНИЕ ИДЕАЛОВ ОДНОГО КЛАССА КОЛЕЦ

В работе (') для каждой топологической алгебры Буля V было построе­
но универсальное топологическое полуполе Sv, частным случаем которого 
является кольцо измеримых функций на множестве конечной меры; в ра­
боте (2) были описаны все идеалы кольца Sv-

В настоящей заметке для произвольной полной булевой алгебры v (не 
обязательно топологической) и фиксированного бикомпактного расшире­
ния ЪЕ заданного топологического поля Е строится некоторое кольцо 
Sy, ЪЕ). Описываются все идеалы кольца S(v, ЬЕ), находится связь 
между кольцами S(V, Ь,Е) и Sy, ЪгЕ) для различных бикомпактных рас­
ширений btE и Ь2Е. Затем, в случае, когда V — топологическая алгебра 
Буля, S(v, ЪЕ) превращается в топологическое кольцо и изучаются замк­
нутые идеалы в нем. Кольцо Sv получается из нашей конструкции в слу­
чае E=R, где R — поле действительных чисел.

Обозначим через X(V) экстремально несвязный бикомпакт, соответст­
вующий полной алгебре Буля V. Пусть Е — фиксированное топологическое 
поле, ЪЕ — произвольное бикомпактное хаусдорфово расширение прост­
ранства Е. Непрерывное отображение /: ХУ)-+ЪЕ назовем допусти­
мым, если прообраз j~l(bE\E) нароста ЬЕ\Е нигде не плотен в A(V).

Множество всех допустимых отображений из A(V) в ЬЕ обозначим 
через S (V, ЬЕ).

Теорема 1. В множестве Sy, ЬЕ) можно (и притом единственным 
способом) определить операции сложения и умножения, превращающие 
Sy, ЬЕ) в коммутативное ассоциативное кольцо с единицей и обладающее 
тем свойством, что если f, g^Sy, ЬЕ), то

(f+g) (®) =f(z)+g(x), 
U-g) (•*) =f(x) -g(x)

во всех точках (Е) Пg~1 (Е).
Замечание. В случае, когда E=Z2, имеем, что bZ2=Z2 и для любой 

полной алгебры Буля V кольцо Sy, Z2) изоморфно V.
Из теоремы 1, в частности, вытекает, что для любых бикомпактных 

расширений btE и Ь2Е топологического поля Е кольца S(V, biE) и 
Sy, Ь2Е) изоморфны.

Всюду дальше под идеалом понимаем собственный идеал кольца 
5(V, ЬЕ).

Теорема 2. Пусть J — произвольный идеал в Sy, ЬЕ).
Тогда существует замкнутое подмножество М пространства ХУ), 

обладающее следующими свойствами-.
1) для каждого yj найдется открытое подмножество У~М в Ху) 

такое, что f(x) =0 при x^Uf;
2) для каждого хУМ найдется у] такое, что f(xo)¥=O, f(xoyE.
Замкнутое множество М ,= {х<=ХУ) ]/(ж) =0 для всех/е/}, следуя 2), 

назовем характеристическим множеством идеала J.
Легко видеть, что для каждого замкнутого множества М в A(V) суще­

ствует идеал J в S(V, ЬЕ) такой, что Mj=M.
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Wr,v= ЬЕ)

Отсюда, в частности вытекает, что для идеала J следующие условия 
эквивалентны:

1) 7 — максимальный идеал;
2) 7 — простой идеал;
3) М3 состоит из одной точки.
Пусть J — некоторый идеал в <S(V, ЬЕ). Замкнутое множество М} пред­

ставимо в виде Mj=Uj\iNj, где UJ\N3=<£, Uj — открыто-замкнутое мно­
жество, Nj — замкнутое нигде не плотное подмножество X(v).

Теорема 3. Для того чтобы идеал J в S(V, ЬЕ) был главным, необ­
ходимо и достаточно, чтобы множество N3 было пусто.

Пусть теперь V — топологическая алгебра Буля и S(v, ЬЕ) —соответ­
ствующее кольцо. Если е — некоторый элемент из V, то через Се обозначим 
его дополнение, а через Ue — открыто-замкнутое множество из Х(У), со­
ответствующее элементу «eV.

Пусть Г — произвольная окрестность нуля в V. Для данной окрестности 
нуля V в ЬЕ положим:

существует такой элемент е Г, 
что / (х) Е= V при x^UCe

Теорема 4. Система множеств {/+ Wr, ,-} (где f — произвольный эле­
мент из S(V, ЬЕ), Г — произвольная окрестность нуля в V, V — произволь­
ная окрестность нуля в ЬЕ) может быть принята за базу окрестностей в 
Б(У, ЬЕ), благодаря чему S(V, ЬЕ) превращается в топологическое кольцо.

Топологию, порожденную системой множеств Wr, v, обозначим через т.
Теорема 5. Идеал 7 в (<S(V, ЬЕ), т) замкнут тогда и только тогда, 

когда Nj — Ф.
Следствие 1. Если V — алгебра Буля 2.-го рода, то в (S(X, ЬЕ), т) 

не существует замкнутых максимальных идеалов и всякий максимальный 
идеал всюду плотен.

Следствие 2. Идеал 7 в S(X, ЬЕ) всюду плотен тогда и только тогда, 
когда U3=Ф.

Следствие 3. Если V — алгебра Буля 1-го рода, то каждый макси­
мальный идеал замкнут.

Замечание. Теоремы 2, 3 и 5 в случае, когда E=R и V — тополо­
гическая алгебра Буля, были получены В. Э. Семеновой (2).
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