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ЭКСТРЕМАЛЬНЫЕ ЗАДАЧИ С ВЫПУКЛЫМИ ФУНКЦИОНАЛАМИ. 
ПОЛУНЕПРЕРЫВНЫМИ СНИЗУ ОТНОСИТЕЛЬНО

СХОДИМОСТИ ПО МЕРЕ

(Представлено академиком Л. В. Канторовичем 2 VI 1975)

1°. Рассматриваются выпуклые функционалы
I- = Lx1 (Т, Ч, И.) -> В1 U {- эо},

где Эе — рефлексивное банахово пространство, (Г, Ч, п)—пространство 
с конечной положительной мерой и о-алгебра S полна относительно ц *.

* Все результаты переносятся на случай, когда мера ц обладает свойством пря­
мой суммы (см. (*)), если полунепрерывность и замкнутость рассматривать относи­
тельно топологии сходимости по мере на измеримых множествах конечной меры.

** Так как для рефлексивного X всякая слабо измеримая функция Т-+Х слабо- 
ц-эквивалентна некоторой сильно измеримой функции.

*** В (3) этот результат был сформулирован для T=R‘; позже А. В. Бухвалов, 
и Г. Я. Лозановский распространили его на общий случай.

Пространство Ах1 дополняемо во втором сопряженном пространстве 
(Lx1)"■ (В самом деле, (L^ )' разлагается в прямую сумму двух своих под­
пространств, состоящих соответственно из абсолютно непрерывных и син­
гулярных функционалов на L (',2). В рефлексивном случае Lx- = (L х ) 
а подпространство абсолютно непрерывных функционалов на отож- 
дествимо с L х **.)

Рассмотрим проектор П: (Lr ) '= (Lj )"-+Lx , П(л)=Т, где х— абсо­
лютно непрерывная составляющая Нам понадобится следующий резуль­
тат Бухвалова и Лозаповского (3): для замкнутости по мере выпуклого 
множества B~Ll необходимо, а если В ограничено по норме, то и доста­
точно, чтобы

5=П(с1В), (1)

где ci В обозначает слабое*  замыкание В в (LAx’ )'=(Lx)"• ***
Пр едложение 1. 1) Если функционал I полунепрерывен снизу по 

мере, то имеет место неравенство
vxe(Lr)', (2>

где
Г*  (X) =sup{<3', Х> — Г (ж'): х' (Lx’}, 
Г (ж') = sup (<Ж, х") — I (х): х £ Lx1}-

2) Если функционал I слабо полунепрерывен снизу, множество dom I— 
= /(х)<°°} ограничено по норме в Lx1 и 3/=sup{/(x): is
edom/}<°°, то условие (2) не только необходимо, ио и достаточно для 
полунепрерывности снизу по мере функционала I.

Доказательство. Добавим к Т несобственную точку * и положим 
Ц1(А)=ц(А) для А^Ч, у.1(*)=1.  Отождествим Lx1 XR1 с пространством 
Lxxr«(Hi) , относя паре (х, a) eLx1 XR1 элемент zeLxxR1 (щ), где z(t) = 
= (x(t), 0) при t^T и z(*)  = (0, а). Теперь все сводится к соотноше­
нию (1) для надграфика I и его пересечения с множеством {(Т, а):
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Теорема 1. Выпуклый функционал I, полунепрерывный снизу но­
мере, достигает минимума на всяком замкнутом, по мере и ограниченном 
по норме выпуклом множестве ВюЕД.

Доказательство. Множество clB^(Lx)' слабо*  бикомпактно, 
а функционал Г*  слабо*  полунепрерывен снизу. Следовательно, существует 
такая точка Zosel 5, что Г*  (X) V%eclB. Тогда У0=П (л0) ей и

* Определение нормального выпуклого иптегранта в песепара'ельпом случае
см. в (>), § 6.

в силу (2) Z(y0)5SZ**(?v 0);^Z(y) vy-sZ?.
Замечание. Для конечномерного S теорема 1 следует также из одно­

го результата Комлоша (4).
2°. Рассмотрим экстремальную задачу:

Z(y)-*inf,  Zv(x)C0 (уеД7) x<=B, (3)

где I, Ц, уеА7,— выпуклые функционалы ->-R4Uполунепрерывные 
снизу по мере, В — выпуклое множество bZJ, замкнутое по мере и огра­
ниченное по норме, N — произвольное множество. Предположим, что су­
ществует функция y.edoinZ, удовлетворяющая всем ограничениям зада­
чи (3).

Предложение 2. Для всякого е>0 найдется такое конечное множе­
ство АДе) —N, что
min{I(y): Zv (У) =^0 (уеДДе)) У —/?} >min{/(У ): Zv (У) Х0 (уеА7), х^В} — е.

Доказательство. Обозначим a0=niin{Z, (y):Z„(y)^0 (veA^), же 
<^В}. (Минимум достигается в силу теоремы 1). Рассмотрим множества

Bv={xeB: Zv(y)=^O}, уеД7,

В0={х^В: Z(y)sSa0-e}.•
Их пересечение пусто по определению числа а0- Тогда в силу (1) с1В0Г) 
П (|~] clВД) =Ф. Поскольку множества clZ?0, clZ?v, уе Д', слабо*  бикомпакт- veX
ны, найдется конечное множество N(е), для которого с1В0П( [~] clZ?v) = 

ve.V(e)

= 0. Следовательно, Z?03 ( П Z?v) =0. Предложение доказано.
ve.V(s)

Теорема 2. Если А7={1,..., пг}, то

min sup В(У, у) = sup min Л (У, у),х^В у—В^’п yrzR^rn хеВ

где R+,” = {y=(y1,..., ym)<^R'“: у^О, у —1,..., rn}, L(x, y)=I(x) + 
m

+ E УДДх )— функция Лагранжа задачи (3).
У = 1

3°. Рассмотрим экстремальную задачу с операторными ограничениями
Z(x)-*inf,  Ff(x)^0 п.в., i=l,..., и, УеВ, (4)

где Z(y) =S/o(Z, x{t)) ц (dt), если ДД, ж(Д)<^‘, и Z(y)=+°° в противном 
т

случае; Fi(x)=fi(t, x(t)); функции Д: Z'XT-MVU { + °°}, i=0, 1,..., пг, вы­
пуклы и полунепрерывны снизу по х; функции ДД, x(t)), i=0, 1,..., пг, 
измеримы для всякой: измеримой функции У=х(-): Т-*-Х  (для этого до­
статочно, чтобы ft были нормальными выпуклыми интегрантами *);  мно­
жество BczZ/P выпукло, замкнуто по мере и ограничено по норме.

Теорема 3. Предположим, что: 1) Z?i(y)eZ“ VyeB, г = 1,.... пг', 
2) существует функция такая, что fi(t, х^Е^^тДй) п.в.. vx^B,
i=0, 1,..., пг', 3) существует функция y.edom Z, удовлетворяющая всем 
ограничениям задачи (4).



Тогда справедливо соотношение двойственности

min sup L(x,y) = sup minT(ir,^), (5)
T~B yeL11771 yeL1,m xeB

где L+1' ’” = {y=(ul(t),..., ym(t) )^LltX: z/;(i)>0 п.в., i=l,..., m},
m

L{x,y)=--^ [ /„(^(0) + ^ yi(t)fi(t,x(t')) J p(di). 
T

Если T=S,X...XSN, T=R"°XRn‘X ... XR”-\ B={x = (xa, x^s,), 
Xzts,, s2),..., xN(s,,..., sN))sC(s1,..., sK) п.в.}, где С: T-+2s — измери­
мое многозначное отображение с компактными выпуклыми значениями, то 
задача (4) превращается в многошаговую задачу стохастического выпук­
лого программирования (см. С’8)); при этом теорема 3 обобщает теорему 1 
в (7) и теорему 3 в (8).

Доказательство. Из предположений и леммы Фату следует, что 
ограничения на В функционалов I и 7Д-, у) при y^LJ '" полунепрерывны 
снизу по мере. Достижимость минимумов в (5) вытекает из теоремы 1. 
Рассмотрим функцию возмущения ф(м) =min{7(a:): п.в., i=l,...
..., m, х^В}, й= (щ (t),..., tim(i)) eLR>»°°. Для всякого числа а множество 
U(а) = {й: <р(м)=^а} есть проекция на BRm” множества <2(а) = {(й, х): 
7(х)^а, Fitx'j^Ui п.в., i=l,..., m}. Из предположений и леммы Фату сле­
дует замкнутость (?(а) относительно произведения топологии c(£R«”,/.'II«li 
в BR™“ и топологии сходимости по мере в Lx1-

Пусть u = (u1(t),..., um(t)) есть о (LR™“, LR™‘)-предел некоторой сети 
(обобщенной последовательности) {йт}<=?7(а). Найдутся такие x'^Lx1, 
что (й7, x''")^Q(a). Поскольку ®теВ<=с1 В, а с1В слабо*  бикомпактно, най­
дется подсеть х^, слабо*  сходящаяся к некоторому функционалу 7.ес1В. 
Тогда х=П(/.)еВ. Функционал J на Lx1, совпадающий с I на В и равный 
+°° вне В, полунепрерывен снизу по мере, а функционал ]**  на (£зе’)// = 
= (£$'”)' слабо*  полунепрерывен снизу. Применяя предложение 1, полу­
чаем

I(x) =J(x) ^7" (X) «Slim inf 7**(x vv) =lim inf 7(^Х)Са.

Аналогично проверяется, что
j (i, z (i)) р (i) Ц (dt) X lim inf J ft (t, x^ (i)) у (i) p (di) <
T T

Vy(t}^L 1 
+ »

t. e. F^x^^Ut п.в., i=l,..., m. Итак, (й, x')<^Q(,a), следовательно, u^U(a), 
т. e. функция <p o(T/Rm”, TRm‘) -полунепрерывна снизу. Отсюда стандарт­
ным образом следует соотношение двойственности (5).

Теорема 4. Пусть в дополнение к условиям теоремы 3 X сепарабель­
но, fi, i=0, 1,..., m. суть нормальные выпуклые интегранты, а В={х^ 
^Lx1- x(t)<^C(t) п.в.}, где С: Т-+2Х — измеримое многозначное отображе­
ние с замкнутыми выпуклыми значениями и ip(i) =sup{||a:||: x^C(t) }~L'.

Тогда справедливы следующие утверждения:
1) minL(T, y)=Ig(y} Ny^Llm , где Is(y)=4g(t, у (t)) р (dt), если i=B т

g(i, p(i)) s/J. и Ig(y) =—oo в противном случае,

g(Ly) — при i/eRp-,

при p^R+m;
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2) функционал 7g вогнут и полунепрерывен сверху по мере на Lr^;
3) если функция T.edom/ удовлетворяет условию Слейтера: х.(^В, 

В\(х.)^—е<0 п.в., (=1, пг, то множества уровня {y^LR™: Is(y)^ 
^=сс} ограничены по норме. В этом случае функционал 1е достигает своего 
максимума на LRC, а функция L обладает седловыми точками:

min max L (х, у) = max min L(x,y) = max Ig(y).
x<=n xf=B

Замечание. Легко показать, что при условиях теоремы 4 пара (ic°, 
у°) является седловой точкой L тогда и только тогда, когда (ж°(7), (y°(t)) — 
седловая точка функции 

для почти всех t^T.
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