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Статья посвящена исследованию метода сеток для уравнения

дУ _ д (к( да^ Н 
dt дх \ \ дх I/

(0,1}

в области 2)={оа^х^Ь, Q^t^T}, где функции o(z/), K(s) ограничены при 
ограничениях у, s; у(х, t) непрерывно дифференцируема по £; а (у), K(s) 
непрерывно дифференцируемы по ж; функции о (у), K(s) монотонно воз­
растают; A(s)=A1(s)+A2(s), Ki (s) монотонно убывает, K,'(s) монотонно 
возрастает, {Ki (0)} -1^=0, К2' (0)>0. В качестве K(s) может быть, напри­
мер, функция A(s) = |s|“signs, а^О. При а=1/2 уравнение (0,1) в этом 
случае имеет вид

1£1П-
Уравнение (0,2) встречается, в частности, при исследовании неустановив- 
шегося течения воды в реках (см. (‘)).

Уравнение (0,1) в точках, где либо г/=0, либо ду/дх=О, имеет особенно­
сти, связанные с вырождением. Наличие точек вырождения обусловливает 
трудности применения тех или иных численных методов решения, посколь­
ку погрешность аппроксимации производных разностями в этих точках 
может не стремиться к нулю при неограниченном измельчении сетки.

Уравнения вида (0,1) при K(s)=s хорошо изучены. При К (в) = | s | а~2s 
доказано существование и единственность решения при 1<а<°° первой 
краевой задачи; при К(s) = | s | a~2s, о' (у) = | у |2, а>2, ^>2, доказано су­
ществование решения уравнения (0,1) при у |ж=о=г/ |*=ь=0 методом конеч­
ных разностей. Эти результаты приведены в (2, 3).

В настоящей работе рассмотрен метод сеток для уравнения (0,1), дока­
зана сходимость метода. Сначала (п. 1) изучаются свойства разностного 
решения Y4> Для доказательства сходимости метода (п. 2) вводится вспо­
могательная функция v (ж, t), удовлетворяющая уравнению

dv ( д<з(ди/дх)
dt \ дх

(0,3)

и такая, что г/(ж, t)=dv/dx. Доказана равномерная сходимость функции 
ТД h — разностного решения уравнения (0,3) — к функции v (ж, I) при т, /»->- 
->-0, где т, h — соответственно шаги по t и по ж (доказательство сходимости 
метода сеток для уравнения (0,3) представляет и самостоятельный инте­
рес). После этого делается обратный переход от у (ж, t) к у (ж, I) и доказы­
вается, что

где 2D* лежит строго внутри ST. При этом используются свойства 
разностного решения, доказанные в п. 1. При <Ау)=у (п. 3) доказана
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равномерная сходимость метода сеток для уравнения (0,1), дана оценка 
погрешности метода.

Теоремы 1—6 справедливы также для уравнения (0,1) в многомерной 
области.

1. Рассматривается уравнение (0,1) с условиями

у (ж, 0) =г/о (ж), у (a, t) =yl (i), y(b,t) =у2 (i), (1,1)

причем
A/=max {|у0|, | у11, | г/з |}.

Будем предполагать, что существует единственная функция у (х, t) — ре­
шение поставленной задачи, при этом

| у (ж, t) (1,2)

для любой области S5*, лежащей строго внутри Ф, имеет место соотно­
шение

(1,3)

где — зависящая от Ф* константа.
Составим следующую разностную аппроксимацию задачи (0,1), (1,1):

У«, k+i— Yi, k—т/г/Фг+'А, Л+1 — Фг—'/=, Ь+1) i (1,4)

Уг,0=у0(ж;), Уо,А=г/1(^), y.v,)t=z/2(ift); (1,5)
здесь

Фг+г, k+i~-K[ (щ+г+7г, k+i Oi+!-i/2l й+i)/l l], /=1/г, —V2.

Для решения задачи (1,4), (1,5) справедливо 
Свойство 1. |У{,
Имеет место
Теорема 1. Пусть Ф*={а<а*^х^Ь*<Ь, Справедливо не­

равенство 

)<^2, (1,6)

где M2=const.
2. Определим функцию v(x, t) как решение уравнения (0,3) в обла­

сти Ф с условиями

у(ж, О)=Уо(ж), 3i;/to|a:=a=z/1(f), dvlдх\х=ь=Уг(1), (2,1)

где v0 — какая-либо функция, удовлетворяющая уравнению

до0/дх=у0(х); (2,2)

здесь у0(ж), yi(t), y2(t) — функции, определенные формулами (1,1). Легко 
видеть, что у(х, t) =до!дх внутри Ф.

Какое именно из решений уравнения (2,2) взять в качестве началь­
ной функции Уо(ж), для дальнейшего совершенно несущественно. Разност­
ные схемы, выписываемые ниже для получения У,-, к (приближенного ре­
шения задачи (0,3), (2,1)), в решении исходной задачи не участвуют. 
Эти функции у (ж, Z) и Vi,k введены только для исследования свойств раз­
ностного решения исходной задачи. Функция v(x, i) является более глад­
кой, чем у(х, i). Поэтому доказательство сходимости разностного метода 
получается для v (ж, t) элементарно.
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Будем аппроксимировать задачу (0,3), (2,1) следующей разностной

(Т\ ft+1-Vt, 0 т-‘=Я{(о[ (Г<+1, Л+1-У4, ft+1)^-‘]- [o(Vi, a+i- 
-Vi-^h-'Vh-'}-, (2,3)

Vijo=Vo, (V\, b+i Vo,k+i)h i (l^w+i, &+i—Бд-, й+1)Л.“’=
=У2^к+1); (2,4)

здесь функция Vo определена в 3) разностным отношением [(У0)г+1— 
— (Fo)i]/i_1=z/o с условием У0|<={„=1’о(ж<0).

Легко видеть, что (Vi+i, ь—Vi, a) /1_1 = У«, а внутри 3).
Справедлива
Теорема 2. Решение задачи (2,3), (2,4) равномерно по х, t сходится 

к точному решению задачи (0,3), (2.1) при т, h-+0, причем

Vi, h—Vi, К=О (%,-, k) -’-0,

K(si,k+ai,k)-K(jSi,k) Г <?o(pM) da(,yi-i,k)
ь‘ “------------- ---------------------1 “'■* ----------------

7=}, i-1,

] +

<щ ь, 6,-, а — погрешности от замены соответственно дс(у)/дх и dvldt разно­
стями.

Имеет место также
Теорема 3. Пусть 3)* — область, определенная в условиях теоре­

мы 1; имеет место соотношение 

(2,5)

при т, /i->0, где %=шах k.
г, k

3. Пусть a(j/W, K(,s) =К1+К2, где К< и К2 удовлетворяют условиям, 
указанным во введении. Имеют место соотношения

\ду/дх\^М3, \dK(s}/dx\^M,„

где со и st, Л/^consl. Эти соотношения легко доказать, если перейти
от задачи (0,1), (1,1) к эквивалентной задаче

dw/dt=d2K(iv') /дх\ 
w(х, (У^ду^х^/дх,

дК(w)/дх | x=a=dyt (t)/dt, дК(w') /дх | x=b=dy2 (i) /dt.

Справедливы следующие утверждения.
Теорема 4. При любых т, h, с(у)=у решение задачи (0,1), (1,1) 

удовлетворяет соотношениям

| Л (У1+1, h-Yi, a) h-1] -К[ (Yf, ь-Yi-i, a) fe-1] I

Теорема 5. При любых т, h, (Ну)=у имеет место соотношение

шах | yt, а—У,-, а | =0 (%'/2),
i, k

где x=max %{, a, а определена в условиях теоремы 2. 
г> k
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Теорема 6. Пусть о{у)=у, функции a>iik, е>, k — соответственно по­
грешности от замены производных да(у)/дх, dy/dt—dK(dG{y)/dx)/dt раз­
ностями. При любых т, h имеет место неравенство

max | h У, (yt,k— Yifl)1 2 3 } +

1 Методы системного анализа в проблемах рационального использования водных 
ресурсов. Труды Межд. Ин-та прикладного системного анализа, т. 1, 1974. 2 Ж.-Л.
Лионе, Некоторые методы решения нелинейных краевых задач, М., «Мир», 1972.
3 Н. М. Колодий, Вести. МГУ, № 5, 25 (1971).

+ {Ti£ [j■ . gfe-t) }\

itk

< (1+V2) [ ( т У, h У, бД ) /2+ ( Th У К’ (зД) ЮД)Л ]

h г i.k

где

(i,9

S2—(J'i+iA Yi:k)h *,

Si S2
Si

_ дУг,ь 
dx ’

K'(s*)

lim K' (s) ю1Л=0.
s->0

В правую часть (2,5) входит константа М6, которая мажорирует величи­
ну О(||ф||), где фг, h есть разделенная первая разность от функции 
yt.k—Yt, k. Подставляя в левую часть (2,5) функцию ф1г11, получим

Пф11=О(2И7%,/’),
где константа мажорирует величину О(||Афг, Л/г_1||). В этом случае

1|г/-И=<?(%3/<).

Этот процесс можно продолжать до тех пор, пока разность д^у/дх0-— 
—\aYh~a суммируема с квадратом.

Замечание 2. Можно доказать, что соотношения (1,3), (1,6), (2,5) 
справедливы во всей области S>.
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