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Установлено, что любая конечная простая неабелева знакопеременная группа не имеет собствен-

ной наследственно G-перестановочной подгруппы. 
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It has been established that any finite simple non-Abelian alternating group doesn’t have any inherited G-

permutation subgroup. 
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Введение и предварительные результаты 

В работе [1] А.Н. Скиба ввел понятие G-перестановочной и наследственно G-

перестановочной подгруппы. Пусть G – конечная группа и GL  . Подгруппа L называется 

G-перестановочной, если для всякой подгруппы GH   имеется элемент Gg  такой, что 

LHLH gg  . Подгруппа L называется наследственно G-перестановочной, если для всякой 

подгруппы GT   такой, что TL  , подгруппа L является T-перестановочной. Доказан сле-

дующий результат. 

Теорема. Знакопеременная группа 5, nAn  не обладает нетривиальной наследствен-

но nA -перестановочной подгруппой. 

В Коуровской тетради [2, проблема 17.112] А.Н. Скибой и В.Н. Тютяновым были по-

ставлены два вопроса: какие простые неабелевы группы G обладают  

а) нетривиальной G-перестановочной подгруппой? 

б) нетривиальной наследственно G-перестановочной подгруппой? 

Теорема дает ответ на вопрос б) для знакопеременных групп. 

Известны примеры простых неабелевых групп G с собственной G-перестановочной 

подгруппой. Простейшим из них является группа 5AG  , у которой подгруппа порядка 2 яв-

ляется G-перестановочной. Авторам не известны простые неабелевы группы G c собствен-

ной наследственно G-перестановочной подгруппой. Из теоремы и работы [3] следует, что 

для ответа на вопрос б) проблемы 17.112 [2] следует рассмотреть простые неабелевы группы 

лиевского типа. 

Будем использовать обозначения из работ [4], [5]. 

Приведем следующие вспомогательные результаты. 

Лемма 1. Пусть n9  –  натуральное число. Тогда существует по меньшей мере три 

таких простых числа r, что nrn 2 . 

Доказательство. Следует из леммы 1.1 [6]. 

Лемма 2. Пусть G – транзитивная группа перестановок степени n, содержащая 

простой цикл длины p. Тогда справедливы следующие утверждения: 

(1) если 2/np  , то G – примитивная группа; 

(2) если G – примитивная группа и 2 np , то G содержит подгруппу nA . 

Доказательство. Следует из леммы 1.2 [6]. 

Лемма 3. Пусть },,{ 765 AAAG . Тогда G не содержит собственной наследственно 

G-перестановочной подгруппы.  
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Доказательство. Обозначим через L собственную наследственно G-перестановочную 

подгруппу в G. Пусть сначала 5AG  . Группа G допускает только одну максимальную факто-

ризацию: 104 DAG   и имеет максимальную подгруппу 3S . Если gL  не содержится в 3S  для 

всех Gg , то hSLG )( 3  для некоторого Gh . Поэтому группа G допускает максимальную 

факторизацию с сомножителем, который изоморфен 3S . Последнее невозможно. Следова-

тельно, можно считать, что 3SL  . Если 3SL  , то имеет место факторизация: 43 ASG  , что 

невозможно. Если 3ZL  , тогда в группе G существует подгруппа 53 ZZ  . Группа 5A  такой 

подгруппы не содержит. Таким образом, 2ZL  . Так как все инволюции в 5A  сопряжены, то 

можно считать, что 4AL  . Поскольку L – наследственно G-перестановочная подгруппа, то в 

группе 4A  существует подгруппа порядка 6, что невозможно.  

Пусть )9(26 PSLAG  . Группа G содержит два класса максимальных подгрупп, 

изоморфных 4S . Если gL  не содержится в 4S  для всех Gg , то hSLG )( 4  для некоторого 

Gh  и L  делится на 3,5. Поэтому 5AL  . В этом случае для )(3 GSylR  найдется Gg  

такой, что LRLRK gg   и   2: KG . Последнее невозможно. Значит можно считать, что 

4SL  . Если 4SL  , то так как в группе G два класса максимальных несопряженных под-

групп, изоморфных 4S , тогда группа G имеет максимальную факторизацию с сомножителя-

ми 4S , что невозможно. Пусть 4AL  . Тогда для )(3 GSylR  и некоторого Gg  существу-

ет подгруппа LRLRK gg   порядка 2
2
.3

2
 с силовской 2-подгруппой 22 ZZ  . Из [4] следу-

ет, что в 6A  таких подгрупп нет. Если },,,{ 32248 SZZZDL  , то для )(5 GSylR  существу-

ет подгруппа LRLRK gg   для некоторого Gg . Такие подгруппы в 6A  не существуют 

[4]. Следовательно, 2ZL  . Так как все инволюции в 6A  сопряжены, то можно считать, что 

4AL  . Значит в 4A существует подгруппа порядка 6, что невозможно. 

Пусть 7AG  . Если для некоторого Gg  подгруппа 6ALg  , то так как 6A  не обла-

дает собственной наследственно 6A -перестановочной подгруппой, можно считать, что 

6AL  . Группа 7A  обладает максимальной подгруппой 5S , а значит 56SAG  , что невозмож-

но. Таким образом, gL  не содержится в 6A  для всех Gg . Поэтому 6LAG   и 7 делит L . Из 

[4] следует, что )7(2PSLL  . Следовательно, },:),7({ 7372 ZZZPSLL . Тогда в группе G су-

ществует собственная подгруппа LRLRK gg  , где )(5 GSylR . Из [4] следует, что в груп-

пе G нет собственных подгрупп, порядок которых делится на 35. Последнее противоречие. 

 

Доказательство теоремы 

Предположим, что nAG   –  минимальный контрпример к теореме и L – собственная 

наследственно G-перестановочная подгруппа в группе G. Согласно лемме 3, 8n . Пусть G 

действует на множестве  },...,2,1{ n . Обозначим через H стабилизатор точки 1 . Тогда 

1 nAH  и H – максимальная подгруппа в G. 

Если для некоторого Gg  имеет место включение 1 n

g AHL , то поскольку 

nAG   – минимальный контрпример к теореме, получаем, что HL  . Пусть 

  mpnHG : , где 1 , 1m  и 1),( mp . Рассмотрим )(GSylP p . Тогда для некото-

рого Gg  существует подгруппа LPLPK gg  , содержащая L и   mKG : . Противоре-

чие с тем, что L максимальна в G. Следовательно,   pHG : . Если 1 , то обозначим 

)(1 LSylP p . Существует p-подгруппа 2P  в группе G такая, что 21 PP   и   pPP 12 : . Тогда 
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для некоторого Gg  существует подгруппа LPPLK gg )()( 22  , содержащая L и 

  1:  pKG . Противоречие с тем, что L максимальна в G. Таким образом,   pHG : . Из [7] 

следует, что pn  . В группе pA  существует максимальная подгруппа, изоморфная 2pS , яв-

ляющаяся стабилизатором двухэлементного подмножества из  , порядок которой взаимно 

прост с p. Тогда группа G допускает факторизацию 21  pp SAG , что невозможно. 

Поэтому gL  не содержится в H для всех ,Gg  и можно считать, что LHG  . Из то-

го, что для всякого i  найдется Gg  такой, что ig 1  и представления hlg  , где 

Hh , Ll , получим llhhlgi 1)1()(11  . Отсюда следует, что L транзитивна на  . 

Пусть сначала 18n . Для каждого 8n  укажем простое число p такое, что 22/  npn . 

Получим пары },{ pn : }5,8{ , {9,5}, {10,7}, {11,7}, {12,7}, {13,7}, {14,11}, {15,11}, {16,11}, 

{17,11}, {18,11}. Обозначим )(GSylP p . Тогда для некоторого Gg  существует подгруппа 

gLP . По лемме 2 gLPG  . Тогда   pLG :  и, в силу [7], pn  . Так как pn 2/ , то 

  pLG :  и 1 pAL . Тогда, как показано выше, 21  pp SAG , что невозможно. 

Следовательно, 19n . Если 1912  kn , то 92/)1( n . По лемме 1, существуют 

простые числа 1r , 2r , ,3r  для которых 12/)1( 321  nrrrn . Поэтому 

22/)1( 21  nrrn . Значит, 22/ 2  nrn . Если 202  kn , то существуют простые 

числа 1r , 2r , ,3r   для которых nrrrn  3212/ . Отсюда следует, что 1r  удовлетворяет 

условию 22/ 1  nrn . Таким образом, при 19n  найдется простое число r такое, что 

22/  nrn . Пусть )(GSylR r , тогда для некоторого Gg  существует подгруппа gLR  

и, по лемме 2, gLRG  . Тогда   rLG :  и, согласно [7], rn  . Поскольку rn 2/ , то 

  rLG :  и 1 rAL . Группа 21  rr SAG , что невозможно. Теорема доказана.  
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