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1. Теория дифференциальных уравнений в банаховых пространствах 
широко использует соотношения подчиненности между различными ли­
нейными операторами*.  Весьма полезными при этом оказываются теоре­
мы, связывающие подчиненность самих операторов с подчиненностью их 
дробных степеней,— например, в качественной теории уравнений с возму­
щенными операторами (*).  Более топкие результаты можно получить 
здесь, переходя к более широким классам функций от операторов; сошлем­
ся, в частности, на работу (2), где к дробным степеням подключен лога­
рифм.

* Оператор А подчинен оператору В в некотором нормированном пространстве, 
если D(B) <=D(A) и SAxlKC’iBzIi для всех xxlilBj.

В настоящей работе исследуются соотношения подчиненности для не­
которых классов функций, включающих в себя дробные степени и лога­
рифмы как частные случаи. При этом рассматриваются положительные 
самосопряженные операторы, действующие в гильбертовом пространстве, 
функции которых определяются с помощью спектрального разложения

(1)

Отметим, что подчиненность функций самосопряженных операторов изу­
чалась также в (3) для некоторых классов аналитических функций, в дан­
ной работе аналитичность функций не предполагается.

2. Непрерывную функцию ф(Х), 0<Х<°о, будем называть Ф-функци- 
ей, если она положительна и возрастает вместе с функцией ср*  (JT) =Хф”1 (X); 
множество всех Ф-функций обозначим через St. В ('*,  5) выяснена важная 
роль Ф-функций при изучении симметричных пространств, в (е) исследо­
вались условия ограниченности и полной непрерывности Ф-функций само­
сопряженного оператора. К Ф-функциям относятся все положительные 
возрастающие вогнутые функции; с другой стороны, для произвольной 
ф(Х)еЗЧ существует эквивалентная ей вогнутая Ф-фупкция ф (X), т. е. 
<р(Х)^ф(Х)^2ф(Х). Общность дальнейших результатов не ограничивает­
ся, если предположить ф(Х) дифференцируемой. В этом случае ф(Х)еШ1 
тогда и только тогда, когда опа возрастает и Хф/(Х)=Сф(Х).

Рассмотрим функцию ФЦ) =1пф(е‘), 0<t<°°. Назовем ф(Х)ейЯ силь- 
н о или слабо вогнутой в зависимости от того, вогнута или выпукла 
Ф(7). Примером сильно вогнутой функции может служить 1пт(1+Х), 
0<т<1, примером слабо вогнутой — УХ2+XX. Дробные степени Хт, 0<т<1, 
и только они являются одновременно и сильно и слабо вогнутыми. Для 
дифференцируемой ф(Х) сильная (слабая) вогнутость эквивалентна убы­
ванию (возрастанию) отношения Хф'(Х)/ф(Х). Легко видеть, что сумма и 
суперпозиция двух сильно (слабо) вогнутых функций есть снова сильно 
(слабо)вогнутые функции; то же можно сказать и о произведении, если 
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оно является Ф-функцией. Если <р (к) сильно вогнута, то ф*  (X) =Аф-1 (X) 
и ф(А) =ф_1(А~’) слабо вогнуты, и наоборот. Положим с=<р2(1), тогда 
ф(А)=^сф(А) при всех А>0, если ф(А) сильно вогнута, и ф(А)^сф(А), если 
ф(А) слабо вогнута. Указанная связь между сильно и слабо вогнутыми 
функциями позволяет ограничиваться доказательством различных теорем 
для сильно вогнутых функций, а результаты для слабо вогнутых получать 
как следствия.

Более сложный вид имеет связь между сильно вогнутыми и произволь­
ными Ф-функциями.

Теорема 1. Для любого к>0 и произвольной Ф-функции ф(А) най­
дется такая сильно вогнутая функция ф;,(А), что при А=С/с справедливо не­
равенство ср (А) <фА (А) ^ф(УЛА).

3. Неотрицательный функционал 7[ф(А) ] назовем регулярным на не­
котором множестве Ф-функций если

7[ф(А)]«£Сф(7[А]), ф(А)еЭ1. (2)
Примером функционала, регулярного на всем 2ЭТ, может служить

1 р
/[?]=■• ,п, ф(Щ«) l)p(^s),

ц(-О) J

его регулярность следует из неравенства Йенсена. На множестве функций 
Ат, 0<т<1, регулярен функционал 7[АТ] =Л7[<%(1—т)+рт]/Л/(а), построен­
ный по произвольной неотрицательной логарифмически выпуклой на 
[а, р] функции М(А).

Теорема 2. Пусть неотрицательный на 2R функционал 7[ф] удовлет­
воряет условиям: а) /[/лр]=/г/[ф] (А'>0), б) 7[ф]^7[1р], если ф[А]=£i|'[A], 
в) 7[Аг]«£С(7[А])т, 0<т<1.

Тогда неравенство (2) справедливо с той же константой С для всех 
сильно вогнутых функций.

Эта теорема позволяет переносить различные известные неравенства 
для дробных степеней операторов на сильно и слабо вогнутые функции от 
этих операторов.

Теорема 3. Пусть А — положительный самосопряженный оператор, 
действующий в гильбертовом пространстве Hi, а В — положительный само­
сопряженный оператор, действующий в гильбертовом пространстве Н2. 
Пусть Т — ограниченный линейный оператор, действующий из Н2 в Н, и 

Пусть, наконец, произведение АТВ является ограниченным опера­
тором, действующим из Н, в Hi.

Тогда для любой сильно вогнутой функции ф(А) оператор уДА^ТуДВ) 
также действует из Н2 в Hi и

/ч/ MT7TI \q (.l.)7<tUJ; (Р ■ — )■ (3)

Для доказательства этой теоремы нужно доказать регулярность функ­
ционала 7[ф] = (Лг_,||ф(Л)71ф(В) ||)'/2 на множестве сильно вогнутых функ­
ций. Это вытекает из теоремы 2, так как условия а), б) выполняются оче­
видно, а регулярность функционала 7[ср] па степенных функциях следует 
из логарифмической выпуклости функции Л7(т) =||АтТ7?т||, доказанной 
в (7) (см. также (s)).

Если операторы А и В ограничены по норме некоторым числом к, то из 
теоремы 1 вытекает, что для любой Ф-функции <р(А)

iHWATBWx'1'Гф (И) 7\р (^)'.=СЛгср2 (----- -------\ . Р)
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Теорема 3 позволяет выводить из подчиненности операторов А и В
подчиненность некоторых их функций.

Теорема 4. Пусть для положительных самосопряженных операторов
А и В справедливо соотношение

||47МН1<С||едН2, x^D(B\ (5)

где Т удовлетворяет условиям теоремы 3.
Тогда для любой сильно вогнутой функции <р(%)

!1ф(Л (В~')х\\П„ ^(ф-дв-1)), (6)

и для любой слабо вогнутой функции ip(X)

ИГ1 (Л-‘) ^О(ЧДВ)), (7)

где C^Nq^C/N), С2==Ж2( УЖ).
Неравенства (6) и (7) обобщают известное первое неравенство Гайн- 

ца (9), согласно которому из ||4ж||^||Ва;||, х^Т)(В), вытекает, что ||Лта:||^ 
=^||B\r||, x^D(Bx). Аналогично обобщается и второе неравенство Гайнца.

Теорема 5. Пусть А и В удовлетворяют условиям теоремы 3 и пусть 
F — замкнутый линейный оператор с областью определения и об­
ластью значений B(F)x:lT. Пусть D(A)<=D(F), D(B) ^D(F*)  и для любых 
x^D(A), у^Г)(В') справедливы неравенства |[Az||Hi, \\F*y ||Н1С
^l|Bz/||H2.

Тогда для любой сильно вогнутой функции ф(Х) и тех же х, у справед­
ливы неравенства

I (Fx, у) |^||ф-1(А“1)2:||Н1||ф’(В)у||Н2. (8) 

| (Fx, у) |С||ф*(4)ж|[ Я11|ср ‘(В ‘)г/||Я2.

Напомним, что ф*(Х)=%ф _1(^) есть слабо вогнутая функция; взяв ее в 
качестве основной, легко записать утверждение теоремы для слабо вогну­
тых функций.

Отметим в заключение пункта, что с помощью теоремы 1 условия силь­
ной (слабой) вогнутости во всех предыдущих утверждениях можно заме­
нить требованием, чтобы ф(%) была эквивалентна какой-нибудь сильно 
(слабо) вогнутой функции при больших Л, что скажется только па коп- 
стантах в неравенствах.

5. Если замкнутый линейный оператор В подчинен Ф-функции поло­
жительного самосопряженного оператора: ||ВхЦ:СС||ф(А)ж!| (жеО(ф(.4))), 
то, как показано в (6), справедливо, обобщенное неравенство моментов

/ \
НВж11^2С'ф I ——— ) Ы, x^D(A).

\ / (9)

Возникает вопрос, можно ли по соотношению (9) делать обратное заклю­
чение о подчиненности оператора В некоторой (пусть не той же самой) 
функции оператора А. Такого рода результаты известны для дробных сте­
пеней положительно определенного оператора А, т. е. удовлетворяющего 
неравенству (Ах, х)>а(х, х), где а>0. А именно, если ф(Х)=Лт, то В под­
чинен А1х+г при любом е>0. Доказательство этого факта (см. (‘,8)) осно­
вано на интегральном представлении дробных степеней через резольвенту 
оператора А. которое не переносится на произвольные вещественные 
Ф-функции, поэтому доказательство общего утверждения опирается на 
другие идеи.
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Теорема 6. Пусть А — положительно определенный самосопряжен­
ный оператор с нижней гранью а. Пусть В — замкнутый линейный опера­
тор, удовлетворяющий условию (9) для некоторой Ф-функции <р (Л), при­
мем lim ср (X) =<ю.

Тогда оператор В подчинен любой Ф-функции я|Д4), для которой

Г <р(А) 
J Ая|ДА) dA<°°. (10)

Доказательство теоремы проводят вначале для дифференцируемых 
яр (X), используя представление

с 11/ (X) (id
и

где Л. — разложение единицы, соответствующее оператору А, и интеграл 
понимается в смысле сильной сходимости. Это представление выводится 
из (1) интегрированием по частям. В силу замкнутости В

г Ф' (А)
BP}xdL, x^D(A),

J i|/(A)
и для доказательства теоремы достаточно показать ограниченность интег­
рала в правой части. В силу неравенств HA^II^IWI, ||APxxHs£X||a:|| из (9) 
вытекает, что ||BPAx||sS2Ccp(%) ||ж||; кроме того, i|/(A) <ф(А)/А, откуда

H5if-1(4)d^2C U^-dAlWI, x^D(A),
J Ai|t(A)

и теорема доказана. Доказательство для недифференцируемых яр (Л) легко 
осуществляется предельным переходом.

Если ср (А) не стремится к бесконечности при А-*°°,  то ср (А) асимптоти­
чески линейна. Для подобных функций применимо более сильное утверж­
дение.

Теорема 7. Пусть положительная возрастающая функция ср (А) для 
достаточно больших L эквивалентна линейной функции-, ср (A) s/a+fJA’S 
^Адр(А) (А>А0) и пусть операторы А и В удовлетворяют условиям тео­
ремы 6.

Тогда оператор В подчинен этой же функции ср (4).
Отметим, что в последней теореме ср (А) не обязана быть Ф-фупкцпей. 

В теореме 6 также можно ослабить требования к ср (А), яр (А), предполагая 
лишь эквивалентность их каким-то Ф-фуикциям при достаточно больших А. 
Это позволяет рассматривать функции типа Ат|1пА|°. В частности, если 
\\Вх||С||4з: 1|т||х||1_т. то В подчипеп Дт|1п 4|а при любом сг> 1, что сильнее 
результата, приведенного выше.

Воронежский технологический Поступило
институт 24 TV 1975
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