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Рассмотрим сингулярно возмущенную дифференциальную систему 
ex=A(t, e)x+f(t, е), (1)

где е>0 — малый параметр, А (£, е) — квадратная (гаХга)-матрица, ы-перио- 
дическая по t, f(t, е) — со-периодический непрерывный вектор.

Для таких систем известен (см. С1)) следующий наиболее общий ре­
зультат.

Теорема. Пусть матрица A(t, е) голоморфна по обеим переменным 
при всех действительных t, 0<е<е0 и допускает равномерное асимптоти­
ческое разложение

Л (Z, а) ~ Лл(/) е'* при е-^+0,
ft=o

тогда если собственные значения X. (i) матрицы Ао удовлетворяют условию 
Re А^О, то уравнение (1) при достаточно малых е имеет и единственное 
(^-периодическое решение x£t, а); это решение удовлетворяет неравенству 

\x(t, е) | CA’i max | /(i, е) |,
t

где постоянная Kt не зависит от е и f(t, е).
В настоящей работе этот результат будет значительно обобщен и до­

полнен.
В дальнейшем определим нормы вектора и матрицы так:

W =max|a:i|, IAI =тах \aih].
г г k

Обозначим через С„, пространство непрерывных со-периодических всктор- 
функцип (матриц) с нормой ЦиЦ =max|u(t) |, а через СД — пространство f
w-периодических вектор-функций (матриц), имеющих непрерывную /с-ю 
производную.

Теорема Если A(t)e^Ca и собственные значения матрицы Л(<) 
удовлетворяют условию Re7.,(i)=/=0, то для достаточно малых е, 0<е^е0, 
при любом линейная неоднородная система

e,x=A(t)x+f(t) (2)
имеет одно и только одно (£>-периодическое решение x(t, е); для него спра­
ведлива оценка

\\x(t, 8)ИА||/(011, (3)
где постоянная К не зависит от и ее (0, е0].

Доказательство. Будем считать, что собственные значения мат­
рицы А (Z) занумерованы в порядке возрастания Re А, при одинаковых
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Re X — в порядке возрастания Im Л, а при одинаковых X — произвольно. 
Тогда, очевидно, и построенная из них диагональная (гаХга)-мат-
рица (Л((^)6й)=Л(^)еСш.

Предположим сначала, что решение ж(£, е) существует и получим для 
него оценку (3). Так как |a:(t, е) |еСш, то, очевидно, найдется такая точка 
tEe[0, со], в которой

|z(£„, е) | =max|a:(f, е) | =||ж||. (4)t
Возьмем теперь число о>0, величину которого мы уточним ниже. Со­

гласно работе (2), при этом найдется такая постоянная матрица Ма и малое 
число 7г=7г(о)>0, что при Ze [В—h, Ze+/i] справедливо соотношение 

Ма~'А +Д (Z, о); |д(г, о) |<о, (5)
причем независимо от (т. е. от е и /) | Ма | <Ка, | М<,~' | Произведя
тогда в системе (2) замену

x{t) =Mav(t), v(t)=Ma~ix{t), (6)
для новой функции v(t, е) получим уравнение

е v=Ма- lA (t) Mav+Ma~

которое, в силу (5), на [Z£—h, tc+h] принимает вид
ег)=Л(£е) к+Д (Z, о) . (7)

Так как и выполнено условие Re Х^О, то, очевидно, найдется
такой номер т, что

ReX1(Z)^...^ReXOT(t)<—х; ReX„(t)> ... >ReX„+1(Z)>x>0. (8)
В соответствии с неравенствами (8) представим «мерный вектор v 

в виде и = 1 ^,где v\ — m-мерный, а — (n—m)-мерные векторы; при

этом (7) разделится на две подсистемы

егл=Л1к1+Д1г>+/'’1, ег?2—Лгрг+Дг1;+^2,
Интегрируя (9), получим при а>0

1 р
vl{t')=eA'avi{t—пе) + — eA1('^sbe{A1(s)y(s)+F1(s)}ds,

е Jt — а е

1 р
v2(t) =e~Aiav2(t+as) +— е-л2(л ')-e{A2(j)y(s)+F2(s)}ds.

e J 
t+n s

Так как | Д (t) |<o и в силу (8) | еЛ‘ | =Се_х, |е“Л2|<е~х, то из последних 
соотношений легко получить оценку для v(t)

Последовательно применяя неравенство (II), очевидно, получим

k(01 <[е '/л'о| max | v(s) \+K^lil (Ю)
|t—slCae

Выберем теперь о и а так: х_,о=1/4, e“z" = i/4. Прп этом и з (10) полу-
чим неравенство

п(0 | max |p(s)
[/ —s|=Sae

dB

max I v (s) |+ ( 1 + + ... + ——) Kax ‘||/||.
\t~s\^nae ' — d I

Полагая здесь Z=fe, тг=1+[Л/(2ае) ], в частности, получим
|k(F) |=^(1/2)'i/<2“> max |r(s) | +2A'ox_1||/||.

|t£-5|^/i/2 + ae
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(12)
Из последнего неравенства найдем более простое

Теперь из (12), (6) и (4) легко пайдем
Ы^(1/2Г^К^\\+2Ка^~1\\П. (13)

Мы уже выбрали а, о и, значит, Ка и /i=/i(o)>0. Выберем теперь е>0 
из условия

при е^8о.

Тогда при ее (0, е0] из (13) получим оценку (3)

ЬИ4Хв2х-‘!1/11. (14)
Остается доказать, что решение х^СА системы (2) существует и един­

ственно. Поскольку (2) есть линейная неоднородная система, то, как из­
вестно, достаточно доказать, что соответствующая (2) однородная система 
(/=0) имеет в СК только пулевое решение. Последнее немедленно следует 
из (14) при/(£)=(). Теорема доказана.

Пусть в (1) допустимы равномерные асимптотические разложения 

Л(?, е)=Л0(О+еЛ1(О+ ■ • .+eNns(i)+°(e-v+1),

Kt, e)=/0(i)+e/1(O+ . . . +e-vAv(^)+O(s'v+i)-
сю

Подставляя в (1) вместо х ряд D Kxk, получим

0=/1оХ()Т/0, Xo~MgX1TR1(Zo_r/j, ®.v-i==
—ИоХу~t~ А <.xу—iH“ . . . ТИy.ToT/.v,

откуда при det.T.^O последовательно и однозначно определяются все 
ы-периодические функции xk(t), k=0, 1, ..., N.

Теорема 2. Если Л^СШ, f^C^A^cK 'k k=0,...,N,

и собственные значения КК) матрицы X0(i) удовлетворяют неравенству 
Re ?.=^0, то (^периодическое решение системы (1) существует, единствен­
но и имеет следующее асимптотическое представление'.

x(t, е) =;Го(i)Tea?!(i) + ... NiAx-Kt) +O(ew+1). (15)

Доказательство. Существование и единственность x(t, е) легко 
следует из теоремы 1. По построению асимптотического разложения раз­
ность

x(_t, е)-^, Ehxk(t)=NN(t, е)

будет удовлетворять уравнению
еЛх=/1 (t е) ДЛ1 О(еЛ'+1), (16)

откуда по теореме 1 AJV=<?(e2V+1)- Теорема доказана.
Заменим теперь условие КелД=0, а, стало быть, и (8) па более слабое: 

пусть существует такой номер те[1. п), что

J Re >.m (i) dt < 0, J Re Xm+1 (i) dt>0, Re%m(i)< ReXm+1(i). (17) 
0 0

Теорема 3. Если A^C,,, и собственные значения Х;(£) матрицы
A0(t) удовлетворяют неравенствам (17), то а-периодическое решение си­
стемы (1) при достаточно малом е существует и единственно.
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Доказательство. Так как ХД£)sCm и выполнены неравенства (17), 
то в Са можно выделить множество вещественных функций

СО
5={p(i): р—С.,; ReXm(i)<p(i)<ReXm+i(f); J р (t) сй=о|. (18)

О
Фиксируем p^S и в уравнении (1) произведем замену (Си1 ^Сш‘)

1 1 I
x=zec P(t'1 ; z=xe e Р1Л; l'p(s) ds=P(t)^Cai. (19)

0
Подставляя (19) в (1). для z(t, e) получим систему

ez=[A(t,e)—p(t)E]z+f(t,e)e p(l>, (20)
причем в силу (18) собственные значения р матрицы Ав—рЕ удов­
летворяют условию Re щ=Н=0. Значит, по теореме 1 система (20) имеет и 
притом только одно и-периодическое решение z(i, е). Подставляя его 
в (19), докажем теорему.

Из теоремы 1 и формул (20), (19) получим оценку

|x(t,e)|^(?,/'(Ollfll, (21)
где введено следующее обозначение:

P(n-minP(t)
(?(«) =ерФ||е-^)|| = е t >1. (22)

Так как P(i)eCm‘, то существуют точки, где P(t) достигает своего наи­
меньшего значения: min P(t) =P(t1>). Обозначим через Е* объединение Г
всех таких точек tp, т. е. Е*= U tP. Можно доказать, что множество psS
£”Л [0, о)) имеет положительную меру.

Теорема 4. Если А^С,„, k=0,...,N,

выполняются условия (17) и detHo^O, то на множестве Е* справедливо 
асимптотическое разложение (15). Л” 

Доказательство. Разность Aw(£, е)=;г(£, е)—Se\rft(i) будет са-пе- fe=0
риодическим решением системы

еЛх=,4 (7, е) AA-+O(e'v+1).

Поэтому для нее из (21) получим
|А.у(С е) \^KQi/e(t)&N+l. (23)

Пусть t=tp^E", тогда существует p^S, что minP=P(fP), т. е. из (22) t
Q(tp)=l-, стало быть, из (23) | АЛД7Р) |=^7£ек+1. Теорема доказана.

Замечание 1. На множестве Е* имеем P=p=Q, так что из (17) по­
лучим Re X; (i) =?^0 при t^E’:

Замечание 2. Если выполняются неравенства (17) и, кроме того, 
ReXm(i)^0, Re Xm+i(7)X), то можно показать, что в этом случае 
E*={t: ReXi(f)yfeO,
Университет дружбы народов им. П. Лумумбы Поступило
Москва 19 VI 1975
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