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Оптимальное управление тепловым процессом в стержне  

с использованием состояния задачи  
 

Д.С. КУЗЬМЕНКОВ 

 
В статье рассматривается задача оптимального управления тепловым процессом в стержне, пред-

лагается метод ее решения с использованием конечномерных состояний задачи. 

Ключевые слова: тепловой процесс, задача оптимального управления, состояние задачи, опти-

мальная обратная связь, оптимальный регулятор. 

 

The article deals with an optimal control problem of a thermal process in the rod, it offers the method of 

its solution using finite-dimensional states of a problem.   

Keywords: thermal process, optimal control problem, problem state, optimal feedback, optimal regulator. 

 

Введение 
Процессы, поведение которых описывается уравнениями параболического типа, 

встречаются во многих приложениях и являются объектом исследований многочисленных 

публикаций XX века, они интенсивно изучаются и в настоящее время.  

Фундамент современной теории оптимального управления составляют принцип мак-

симума Понтрягина и динамическое программирование Беллмана, которые были разработа-

ны для систем с сосредоточенными параметрами. Эти результаты впоследствии были обоб-

щены на системы с распределенными параметрами [1]–[3]. При этом основное внимание 

уделялось вопросам качественной теории оптимального управления, значительно меньше 

работ посвящено конструктивным методам решения задач оптимального управления систе-

мами с распределенными параметрами. Проблема синтеза оптимальных систем до сих пор 

остается одной из трудных задач даже для обыкновенных систем как в рамках принципа 

максимума, так и в рамках динамического программирования. Исключением является лишь 

линейно-квадратичная задача Летова-Калмана, которая не содержит геометрических ограни-

чений на управляющие воздействия. В последнее время в теории управления широко ис-

пользуется методология MPС (Model Predictive Control), которая основана на принципе 

управления в реальном времени. Современная вычислительная техника и новые методы оп-

тимизации позволяют реализовать этот принцип на практике, что особенно важно для реше-

ния задач, поведение которых описывается системами обыкновенных дифференциальных 

уравнений высокого порядка. 

В статье рассматривается задача оптимального управления тепловым процессом в 

стержне с теплообменом на правом конце. Цель данной статьи – обосновать метод управле-

ния в реальном времени тепловым процессом в стержне с использованием конечномерных 

состояний задачи. Эффективность описанного метода подтверждается вычислительными 

экспериментами. 

 

Постановка задачи, сведение к интервальной задаче ЛП 

Рассмотрим задачу оптимального управления тепловым процессом в стержне: 
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где ,*t  *

* tt  , ,0l  2a , 0 , 0* u  – заданные константы; TS  , ],0[ lS  , ],[ *

* ttT  ; 

,{ *tTh  },, *

* tt htht   , Nttht /)( *

*  , I },,2,1{ m , m , N – натуральные числа; 0)( tc , 

Tt , )(0 sx , Rsy )( , mRs  )( , ,Ss  – непрерывные функции; mRg g *

*,  – заданные 

векторы, Rtsxx  ),(  – температура в точке Ss  в момент времени Tt , Rtuu  )(  – 

температура внешней среды в момент времени Tt . 

Задачу (1) будем рассматривать в классе дискретных управляющих воздействий 

Tt  Rtu  ,)( . 

Аппроксимируя уравнение объекта управления методом прямых [4], задача (1) сво-

дится к задаче оптимального управления специальной системой обыкновенных дифференци-

альных уравнений большой размерности 
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Программа )(0 tu , Tt , называется оптимальной, если )(min)( 0 uJuJ
u

 . Соответ-

ствующую ей траекторию )(0 tx , Tt , будем называть оптимальной траекторией. 

Для определения позиционного решения задачи (2)–(5) погрузим ее в семейство задач  
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 Пусть  )(,|0 tu , )(Tt , – оптимальная программа задачи (6) для позиции  )(,  ; 

  – множество всех состояний )( , для которых существует оптимальная программа.  

Функционал 

 )(,|))(,( 00  uu ,  )( , hT ,    (7) 

называется оптимальной (дискретной) обратной связью по состоянию системы (позицион-

ным решением задачи (2)–(5)). 

Получение оптимальной обратной связи (7) в явной форме или синтез оптимальных 

систем в классической постановке представляет собой сложную задачу, которая не решена 

до сих пор. В статье используется другой подход к синтезу оптимальных систем – оптималь-

ное управление в реальном времени. 
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Оптимальная обратная связь (7) определена по математической модели (3), но предна-
значена для управления реальной системой. Замкнем ее оптимальной обратной связью и за-
пишем поведение замкнутой системы 
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точность реализации оптимальной обратной связи, неточности математического моделиро-
вания, неточность реализации оптимальной обратной связи и возмущение, действующее на 

физический объект в процессе управления. Для краткости будем в дальнейшем w  называть 
возмущением. 

Предположим, что в процессе управления возмущения реализуются в виде кусочно-

непрерывной функции ),(* tw  Tt . Они порождают траекторию ),,(* tsx i ni ,1 , Tt , удо-

влетворяющую тождеству 

 
 

 





























.,1),(),(

),())(,(

),()1(),(),(

,12),(),(),(2),(),(

),(),(),(),(

0*

*

**02

*

1

*2*

*

1

**

1

*2*

*

1

*

2

*2

1

*

ni sxtsx

twtxtu ah

tsxhtsxatsx

,ni twtsxtsxtsxatsx

twtsxtsxatsx

ii

s

nsnnt

iiiit

t

   (9) 

Из (9) видно, что в конкретном процессе управления оптимальная обратная связь (7) 

не используется полностью, нужны лишь ее значения  

)),,(,()),(,()( *0*0*  xutxtutu  [,[ tht  , hT ,   (10) 

вдоль одной траектории ),(* tsx i , ni ,1 , Tt . 

Функцию (10) назовем реализацией оптимальной обратной связи (7) в конкретном 
процессе управления. 

Согласно принципу управления в реальном времени оптимальная обратная связь (7) 

не строится, а текущие значения )(* u , hT , ее реализации (10) вычисляются в процессе 

управления за время, не превосходящее ht, т. е. в режиме реального времени. 

Устройство, способное вычислять значения )(* u , hT , в режиме реального време-

ни, назовем оптимальным регулятором. 

Пусть )( 21 njjj fff  , nj ,1 , – столбцы фундаментальной матрицы системы (3). 

Они удовлетворяют системе из n обыкновенных дифференциальных уравнений: 
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С помощью формулы Коши показывается, что задача (2)–(5) эквивалентна интерваль-
ной задаче линейного программирования: 
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Далее задача (11) решается двойственным методом [5]. На итерациях двойственного 

метода вместо фундаментальной матрицы решений системы (3) будем использовать ее ква-

зидекомпозицию [6]. Она позволяет интегрирование системы порядка n заменить на парал-

лельное интегрирование r систем значительно меньшего порядка m, что существенно при 

оптимальном управлении в реальном времени (функции (12) строятся за более короткие 

промежутки времени). 

  

Состояние задачи 
При решении линейно-выпуклых задач оптимального управления системами с рас-

пределенными параметрами (2)–(5) вместо бесконечномерных состояний системы (3) можно 

использовать конечномерные состояния задачи, учитывающие не только состояния системы, 
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Вектор   mR )(,  назовем состоянием задачи (2)–(5) для позиции задачи 

 )(,  . Он содержит информацию, достаточную для построения оптимальной программы 

общей задачи семейства (6) [7]. 

Используя формулу Коши для позиции  )(,  , вместо задачи (11) получаем задачу 
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называется оптимальным управлением типа (дискретной) обратной связи по состоянию за-
дачи (оптимальной обратной связью по состоянию задачи).  
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мальной обратной связи (14) в конкретном процессе управления. 

 

Алгоритм работы оптимального регулятора 
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hT , – время, затрачиваемое на вычисление значения )(* u  реализации оптимальной об-

ратной связи (14). 

Пусть процесс управления проведен на промежутке [,[ *  t  . Оптимальный регулятор 
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* tu , )( *

*

thtu  , …, )(*

thu  . Под действием 

этих управляющих воздействий и возмущения )(* tw , [,[ *  tt  , физический объект оказался 

в состоянии ),(* x , которое порождает состояние задачи )(*  . Оно становится известным 

оптимальному регулятору. В предыдущий момент th  оптимальный регулятор для отыс-

кания значения )(*

thu   решил задачу (6) для позиции ))(,( *

tt hh   и запомнил ее оп-

тимальную опору )(0

tîï hK  . Функциональная форма этой задачи принимает вид 

min,)()()(
)(

 
 th hTt

h tutc   uJ  

                                        )()()()( **

)(

*

* t

hTt

ht hgtutd   hg
th

 


,                 (15) 

,)( Utu   ),,,()( *

ttth hthhTt   , 

где  
 
















n

i

i

n

j

itjtjit ssyhsxhstsfh
1 1

*** )()(),(),;,()( .  

В результате решения задачи (15) к моменту   была получена и сохранена в памяти 

компьютера следующая информация: )(0

tîï hK  ; )(0,

0 tí hT  ; )(0,

0 tí hT  ; )( tîï h ; 

);|,( 0

tîï hTID   )(1

tîï hD  ; )(
~

thF  , );()()( 0,

0

0,

0

0

títítîï hThThTt    )( thp  ; 

)|( tht  , 0

îïTt ; )( th . Для построения текущего значения )(* u  реализации оптималь-

ной обратной связи для позиции ))(,( *   оптимальный регулятор на промежутке [,[  ht  

должен решить задачу 

min,)()()(
)(

 
 hTt

h tutc   uJ  

                                                 )()()()( **

)(

*

*  


gtutd   g
hTt

h ,                (16) 

,)( Utu   )( hTt , 

где * * *

1 1

( ) ( , ; , ) ( , ) ( ) ( ).
n n

i j j i i

i j

f s t s x s y s s    
 

 
  

 
   

Для решения задачи (16) оптимальный регулятор находит значения псевдопрограммы 

в опорные моменты времени  )()()()()( 1  

îïîïtîïtîïîï phhD  и неопорные 

значения выходного псевдосигнала )()()()|,()( 0  ííîïtîïíí phTID . При выпол-

нении неравенств *|)|(| ut  , )(0  îïTt ; *

* )( iii gg  , )( íIi , оптимальная опора задачи 

(15) согласно критерию оптимальности [5] является оптимальной и в задаче (16): )(0

îïK  

)(0

tîï hK  . В противном случае осуществим итерации двойственного метода [5], выбрав в 

качестве начальной опоры )(1 îïK  оптимальную опору )(0

tîï hK  . При этом будет преобра-

зована текущая информация: );|,()|,( 00

tîïîï hTIDTID   )()( 11

tîïîï hDD   ;  )(îï  

)( tîï h ; )()()()( *

ttt hDuhDhpp  ; )()( tîïîï h . Если )(0,

0 tí hT   , то 

положим  )(0,

0íT )(0,

0 tí hT  ; если )(0,

0 tí hT   , то   \)()( 0,

0

0,

0 tíí hTT . Если же 

)(0,

0 tí hT   , то положим )(0,

0 

íT )(0,

0 tí hT   ; если )(0,

0 tí hT   , то  )(0,

0íT  

  \)(0,

0 tí hT .  
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Построив оптимальную опору )(0 îïK  задачи (16), оптимальный регулятор подает на 

вход системы (8) управляющие воздействие ))(,|()()( *0**  uutu , ),([ t  

)[( tt hh  . 

 

Заключение 
В статье рассматривается задача оптимального управления тепловым процессом в 

стержне и предлагается метод ее решения, основанный на динамической реализации двой-

ственного метода [5] и процедуре квазидекомпозиции [6]. Использование вместо бесконеч-

номерных состояний системы (3) конечномерных состояний задачи позволяет быстро стро-

ить текущие значения оптимальной обратной связи. Описанные результаты могут быть ис-

пользованы при решении других задач оптимального управления системами с распределен-

ными параметрами. 
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