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1. Статья примыкает к исследованиям (*“6). Рассматривается система
dx/dt=f(t, х, и, v), (1)

где t<^Rl, x^Rn, и^Р, v^Q, примем
Pecomp (7?p), <2ecomp (TP); (2)

здесь / непрерывна по совокупности и для всяких [ib и А’е
Есотпр (й") удовлетворяет па [it, i2]XAXPXQ условию Липшица по аргу­
менту х с некоторой константой Липшица A (A, tx, t2). Кроме того предпо­
лагается выполненным условие равномерной продолжимости реше­
ний (\ 2).

Для всякого множества Е обозначим 2Е класс всех подмножеств Е. 
Контрстратегией I игрока назовем всякую функцию Uv: [t0, й]Х 
XRn-+2FQP (Fqp — множество всех борелевских функций Q-*-P) с непусты­
ми на [i0, й]ХЙ" значениями Uv(t, х~). Стратегией I игрока назовем 
всякую функцию U: [i0,!J ] ХЛ"->2" с непустыми на [t0, й]Хйп значения­
ми U(t, х). Обозначим также <^(-, t,, х,, Uv) (^(-, i., х., U)) множества 
всех движений, порожденных контрстратегией U„ (стратегией U) из на­
чальной позиции (i., ж»)е[10, й]ХЯ" и определенных как равномерные 
пределы аппроксимационных движений Л7д[ • ], порожденных указанными 
процедурами из позиции (!*, х,), при условии, что шаг разбиения А от­
резка [i., й] стремится к нулю (см. (*)).

Задача сближения. Найти контрстратегию Uv\ для которой при 
фиксированных l0—R\ x0^Rn и йе (i0, °°)

sup /о(г[#])=тш sup /0(^[й]) =c0(i0, л’о); (3)
«?<-, <0, а», t„, Ю, и„)

здесь А — заданная непрерывная на Rn целевая функция. При условии 
седловой точки в маленькой игре (*) задачу сближения требуется решить 
в классе стратегий U (в соотношении (3) при этом минимум вычисляется 
на множестве {17} всех стратегий I игрока, a sup — на множествах 
ST (•. i0, ж0, 17)). Решение задачи сближения может быть определено по­
средством экстремального прицеливания к максимальному и-стабильному 
мосту (',2)

Wc={(t,x): (i, x)E[t0, 71[XRn, c0(t, a:)«Sc} (4)
при выборе c=c0(i0, x0). Заметим, что в регулярных случаях (*, е) решение 
задачи сближения находится в эффективной форме с помощью программ­
ных конструкций. Основными элементами используемой ниже программ­
ной конструкции (см. (5, 6)) являются классы {Ж, [ii,P]}, [t,, t2]}
допустимых программных управлений ц и программных управлений v 
II игрока, а также семейство программ {n(v), [i1; i2]} на отрезке [i1; i2]<= 
c=[io, й]. Рассмотрим некоторые способы нахождения функции 
с0: [i0, й]Х2?"-*й1, определяемой как минимакс /о(я[й]) на множествах 
{17а} п ^(-, t,. х,, U-о) (3), и множеств Wc.

2. Определим оператор
Г: C([i0, й]ХЯп)-t?([i„, Й]Х7?П)
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соотношением: для любой функций g, непрерывной на [£(1, б]Х7?",

T(g) (£., х.) =max max min g(t,x) (5)
[<•,«] <ЙЛ, [(*,«]} &(i, t., х., v)

при всяком выборе (£., х.) е[f0, Q]XRn; здесь С([i0, 0]X/?’1) — множество 
всех непрерывных функций [i0, б]Х7?’,->7?1.

Пусть, кроме того, функция еоеС([/о, б]Х7?'‘) определена условием (6)

е°(1., х,) = max min /o(z),
<■ С1*, #]} S»(v, о, х*, v)

последовательность (ew)lteЛ’о — {0, 1, ...}, определена условиями: 
е(0)=е°, при к^1

е<м=Г(е(^1))=Гл(ео)1 (6)

и множества Жс(й>, Ж,, /сеЛ’о, cei?1, определяются условиями

Жс(А’ = {(г,х): (i,x)e[fo,6]XZ?’‘, г!ЧДх)Хс}, (I)
е/\Г О

здесь (б4, t,, х,, v) — область достижимости для программы (П(х), 
С).

Теорема 2.1. Последовательность (е(М)ке v»0 монотонно на [10,б]Х7?п 
сходится к функции с0: для всякой позиции Д,, х<) е [£0, б]Х7?”

с0 (Л,, х„) =lirn 1 e(ft) (L. x.), 
h

множество УНQ при каждом c^R1 совпадает с максимальным и-стабилъным 
множеством Wc, определяемым соотношением (4).

Теорема 2.2. Функция с0, определяемая соотношением (3), непре­
рывна на [£о, б]Х7?п и является минимальным (в смысле отношения по­
рядка в C([t0, '&]XRn)) решением уравнения F(g)=g с краевым условием 
g($,-)=fv

3. Определим оператор Ао: 2[!°’ д]ХК,! условием: для каждого
множества Е множество АДЕ) есть множество всех позиций (£., х,)^Е, 
для каждой из которых при любом.выборе б] и \ = [f,, б]}

^(Г, L, х., т)ПЛ'(Г)^0, (8)

где ЕД*)={х: x^Rn, Д*, х)^Е}. Оператор А„: 2й’.<>]ХП" опреде­
лим условием: для каждого множества Е

А^(Е) = ПАД(Е), (9)
в/У° О

где По”1 — m-я степень оператора Ао, (m^AF0). Пусть для всякого сей1 
х): (i, х)е[/0, б]Хйп, e°(t, х)«£с}. (10)

Теорема 3.1. Для всякого c^R1 множества ТЕ,, и А:Д7ЕД) совпадают, 
АДДРДД^Ж^ при к^ЛД.

Пусть система (1) собственно линейна:

f(t,x,u,v)=A(t)x+f(t,u,v) (11)

при всех Д, х, и, и), и для всякого множества E^[t(l, б]Х7?п, имеющего вы­
пуклые сечения £’(1)={х: x^Rn, (i, х)^Е} на [f0, б], в каждый момент 
£e[t0, б] wE: Sn(0, 1)->-[—°°, +°°] — опорная функция ЕД)- здесь S„(0. 
1) — замкнутый эвклидов шар в Rn. Тогда справедлива

Теорема 3.2. Для всякого замкнутого множества 2?c:[io, б]ХЙ". 
имеющего выпуклые сечения ЕД) на [i0, б], АДЕ) есть множество всех
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позиций (Z., ж»), для которых при любом -0] для всякого l^S„(О, 1)
l'X(t',t.)x.+ J

[/*,**]

max min[Z'X(Z*, t)f(t, и, v'jhtdt) ^wt-E(Г).
Q -P

(12.)

Примечание. Если E(t)=0, то по определению mE(Z)=—°° при 
всех l^S„(0, 1); X(t, т) — фундаментальная матрица решений для систе­
мы (1), (И).

4. На простых примерах видно, что в общем случае значения c0(Z, х) 
могут пе совпадать с sm(t, х) ни при одном Вместе с тем известны
регулярные случаи (‘, G), в которых с0(t, х) и e°(Z, ж) совпадают. Рассмот­
рим пример класса собственно линейных систем (1), (11), в которых функ­
ция Со и множества W,, определяются первой степенью операторов Г и Ао 
соответственно (в этом классе содержатся и не регулярные (‘) системы). 
Заметим, что условия этого параграфа выполняются, например, в задаче 
сближения инерционной точки с безынерционной в заданный момент вре­
мени (см. (*), стр. 242). Пусть Л И — выпуклый компакт (/с<и), /0(а:) = 
=d({x}k, Л) — эвклидово расстояние от вектора первых координат х 
до Л, причем существует усТЛ, ([/.,, й]), число гХО и Л*<Л1к, для
которых при всяких й], Л Ил ||Z||k— 1 (|| ■ ||s — эвклидова норма)

f max min Г {X(й, &) f (g, и, v)} Д (dg) =Z'y (Z) +h« (Z);

йвЕС([^о,й]), fee5=0,
т)ХЛ*,

(13)

(14)

причем опорная функция р* выпуклого множества Л' симметрична: 
p’(Z) =р‘(—Z) и для всякого y^Rk удовлетворяет неравенству

max [l'y—p*(Z) ]>0 (15)

(примером множества Л* может служить отрезок {х: х,=0, х2^[ — Ь, 
+b]}czR2. Ь5*0); здесь G([Zo, й]) — пространство непрерывных функций 
(Zo. D]-~R'. Тогда справедлива

Теорема 4.1. Для всякой позиции (t,, xf) е[Zo, й]Х2?”

с0 (Z., х.) =е(1) (Z*, х,) = max (e°(Z*, х,), max hoft) —г),

■для всякого с2^0: 2^С=ЛО(Ж’с0).
5. Пусть система (1) имеет вид

dx/dt=A (t)x+B(t) u+C(t) v, (16)
где Л (7). 2?(Z), C(Z) — матрицы nXn, nXp и nXq, непрерывно зависящие от 
Ze/?1, /о(^) =<i({z};„ Л), где Л И — выпуклый компакт; для каждого 
y^Rh

II у ||fe° max I у, I,
?:= 1

ЗДу, g), Sk°(y, e) — замкнутые шары радиуса g^O с центром в у в метри­
ках || • ||i, п || • ||/,° соответственно. Пусть при всех Ze[/0, й]

{Х(й, t)B(t)P}k=Sk°(y(t),
где y^Ch([t0, й]), hy^C([Zo, й]), ЬЛу. и, кроме того, при всех Z^/?'1, ||Z||fl = l 

f max[Z'{X(-&, §)C(g)i;}JX(^)=7iQ(Z)+Z'z(Z),
[1,91
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где z^Ck( [Ц, й]). h<^C([tQ, й]). hQ^Q; к - мера Лебега;

jr=wo+5A°(0, r)+SA(0, г),
где mtI^Rk, /'А=0. гЭ=О. При этих условиях справедлива

Теорема 5. 1. Для всякой позиции (tt, £*)е[£0, й]ХЯ”

c0(t„, х,) =е(1) (i., х,) = max (е° (£., xt),

max [hQ(f>- f hP(l)k(d$)]-(r+r)'),

для каждого cXO If c=Aa(7f k'').
6. Для каждого отрезка [it, T]cz[i0, й] обозначим {a, [Ц, i2]} множество 

всех функций (квазистратегий) a: {(?,., [Ц, i2]} -+2{-^z • lte удовлетво­
ряющих следующим условиям:

А.1) для каждого ve{<F;., [Ц, i2]} множество cc(v) непусто и *-слабо 
замкпуто;

А.2) для каждого ге{^г, [f (2]} справедливо включение a(v)<={II(v), 
КМ};

А.З) пусть [Zf, i2]}, i=l, 2, t2] и для любого
П([Ц, t)XQ) Vi(D) =v2(D)• Тогда для каждого найдется такое
фечто для любого ([Ц, t)XPXQ): г\ДН) =ц2(Н) и, наобо­
рот, для каждого p2ea(v2) найдется такое ptea(vi), что для любого 

([f t)XPXQ): щ (Я) =г]2 (Я); здесь и Я7,'2 ~ о-алгебры боре- 
левских подмножеств произведений [Ц, i2]X<2 и [if, t2]XPXQ соответст­
венно.

Теорема 6. 1. Для каждой позиции (t>, x,)^[t0, й]ХЯ"
c0(t,, х,)= min sup max /0(<р (й, t,, х,, т])), (17)

{a, [/*, «]) (8 , [f, Й]} a(v)

оптимальную в смысле (17) квазистратегию a°e{a, [£*, й]} можно опреде­
лить условием: для каждого ve{<F?, [t*, й]} а0 (у) — множество всех 
T]e{n(v), [£., й]}, д ля которых (t, cp(t, t„, х,, т])е>9с при всех й], где
c=c„(t,, х,) и ф(-, I,, Xt, т;) — программное движение, порожденное управ­
лением Т| (5, 6).

Из теоремы 6.1 для нелинейной системы (1) вытекает совпадение гаран­
тированного результата I игрока в классе позиционных процедур управле­
ния и в классе квазистратегий, определяемых условиями А.1—А.З.
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