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В отличие от исследовавшихся ранее задач типа Стефана (‘“5) в рас­
сматриваемой задаче граница раздела фаз претерпевает разрыв в некото­
рый момент времени. В случае постоянных коэффициентов при некоторых 
предположениях на данные задачи доказано существование решения для 
всех £>0.

К постановке рассматриваемой задачи приводит, например, задача на­
хождения распределения тепла и влаги в капиллярно-пористом стержне. 
Пусть в начальный момент времени часть стержня (при 0Сж<с_) влажная 
и температура ее ниже температуры кипения; другая часть стержня (при 
с<х^1) сухая, причем температура этой части стержня лишь в окрестпости 
границы раздела (точка х=с) и правого конца стержня (x=Z) выше темпе­
ратуры кипения, а в остальной части ниже температуры кипения. В стерж­
не будет существовать подвижная граница раздела s(t), разделяющая су­
хую и влажную части стержня. Предполагается, что теплоотдача на грани­
це раздела со стороны сухой части стержня подчиняется условию Ньютона; 
кроме того, на границе раздела выполняется закон сохранения энергии. 
Избыток тепла сухой части стержня (в окрестности границы раздела) ухо­
дит к границе раздела и па нагрев сухого участка, где температура ниже 
температуры кипения. При некоторых начальных условиях может сло­
житься такая ситуация, что в некоторый момент времени температура на 
границе раздела и в ее окрестности станет не выше температуры кипения. 
В этот момент влага в стержне распространится скачком на сухом участке, 
где температура была не выше температуры кипения.

Приступим к рассмотрению математической задачи. Пусть функция 
s{t), 0<s(t) <1, кусочно непрерывна и терпит разрыв не более чем в одной 
точке £=х. Пусть, кроме того, при КАО, /'--у. функция s{t) непрерывно диф­
ференцируема, причем s(x+0)>s(x —0). Множество таких функций s{t) 
обозначим через Ж. Пусть 7’>0 произвольное число. Введем области D, Dt, 
D2 и границы Tj, Г2:

D. = {0<.r<s(Z), 0<ZCx}U (0<x<s(Z), z<ZsS71}, 
D2={s{t)<x<A, 0<ZsSx}U{s(Z)<x<l, zCZ^T}, 

£=={0<z<l, 0<i^77, ^={^=0, 0^i^T}U{0<z<s(0), £=0},
r2={s(0)<j:Cl, Z=O}U{x=l, O^^T}.

Скажем, что функция u(x, t) принадлежит множеству Ж {Di), если 
s{t)^Tff\ и{х, t) непрерывна в 1),. их непрерывна в А\Ц, кроме, быть мо­
жет, точек (s(z —0). z). (s(z+0), х), производные ш и ихх непрерыв­
ны в Di.

Требуется найти чпело х и функции и{х, Т)<^Ж(D2), iit{x, Z)e
^Ж(Oj), ! = 1, 2, такие, чтобы выполнялись соотношения

LiUi{x, t)^ap-UiXX{x, t)—uu{x, Z) =0, {x,t)eD,; (1)
La{x, t)=cruxx(x, t)—Ui(x, t)=0, {x,t)^D2, (2)
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щ(0, гг(1, t) =f(t), t^Q- (3)
и,(.r. 0) =ф.(ж), OCrcCc; u(x, 0) =<p(.r), csgz^l; (4)

U;(s(Z), <)=0, Z>0; /.ux(s(t), t) =au(s(t), t), Z>0, Z=^z; (5)
kir2a(s(t), t) s' (t)+Xux(s(l), t')+/.xux(s (t), t)—t) =0,

Z>0, /7-z; s(O)=c; (6)
lit (x, x+0) =n (x, z—0), u2{x, x+0) =0, s(x—O)^a;^s(x+O). (7)

Число х должно удовлетворять следующему условию: для любого Z+x 
существует достаточно малое число е>0 такое, что выполняются нера­
венства 
и (z. 0 >0 при s(t) <x<s(t) +е; и (ж, х) =С0 при s(x—0) г£ж=£«(х+0); (8)
здесь i принимает значения 1, 2.

Функции ii. I. q?„ ф удовлетворяют условиям согласования
ср, (0) =/i (0), ф;(с)=0, ф(1)=/(0), (9)

и неравенствам
(“1)7>(0>О, ( — 1)'ф;(.г-) >0, ф(с)>о, ср(1)>0. (10)

Функции Ui(x. t), н2(х, t), u(x, T), s(t), удовлетворяющие соотношениям 
(1) — (8), назовем решением задачи зТ. Будем говорить, что функции щ, и2, 
и. s являются решением задачи & при если s(Z)eC1(0, Т),
n(s(0, и выполняются соотношения (1) —(6) при Q<t<T.

Укажем условия, достаточные для существования решения с разрывной 
подвижной границей. Пусть функции

ФЧ^, Z) =Л\ [ (.г—g.0 2+2оЧ] —Ад,
Ф2(ж, I) =—ЛЧ[ (х—c+tiC/.+Z')2+2аЧ] +.V;. (х, l)^D,

где М, т, — некоторые положительные числа, с< §,< 1, таковы, что
Ф0Щ, /)<Ф2(ё1, t), O=CZ<ti; Ф2(г, т,)<0, (И)

Предположим, что выполнены следующие условия:
ф(а:ХФ1(х, 0), /(Z)=C®i(J, 0, (х. 0еГ2. /Стр,

(12) 
ф(ж)^Ф2(х, 0),

функция ф(лг) обращается в нуль лишь при x=xs и х=х2, причем 
ф(ж)<0 при х1<х<х2. (13)

Тогда, используя функции Ф1(ж, t), Ф2(ж. t) в качестве барьерных, можно 
показать, что решения задачи $ при 0=SZCT, где Г>Т1, не существует.

Будем требовать, чтобы краевые условия удовлетворяли также соотно­
шениям

ф/(ж2)>0, Лф'(с)—аф(с)=0; 
|/<(0 |<Л?1,

I ф, (^) | (1— х), 0<з’5£<?, (14)
ф (я) >—J/i (1—.г), c^CrcCl.
a/(Z) :> (2и+/.2)Л71, Z+0.

Теорема 1. Пусть функции Д(0, М0, /(0 при 0CZ<°°, ф1(.т), 
(щ(.г) при О^г+с и ф(х) при непрерывно дифференцируемы
и удовлетворяют соотношениям (9) —(14).

Тогда существует решение задачи .$4- для всех Z>0.
Существование решения задачи до момента Z=x разрыва подвижной 

границы доказывается с использованием тепловых потенциалов подоб­
но С).
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При продолжении решения задачи УЙ при t>z в качестве начальных 
данных используются значения njx, х), iio(x, к), и(х. к). Решение задачи 
строится как предел последовательности вспомогательных решений с дан­
ными задачи, близкими к исходным. Можно выбрать начальные функции п п
ф(ж), ф;(ж) близкими к и(х, х+0), Ui(x, х+0) соответственно и такими, п п Л
что вспомогательные решения и(х, i), t), s(t) удовлетворяют оценкам

7, ls(i)— s(x+0) 1^4 Vi—x,

<n(i), I, lw(i)-”s(0 (15)at

u(x,t), <!)(Р)=СЛ ‘ Vt—%, w(i)^g,n+4 l i—x,
d 

где w(i) ^u(s(t), t) = — при n — Кроме того, при

x+v^i^T, где v — произвольное достаточно малое положительное число, 
справедливы оценки

Id - I I d п | | d « I | d~ п I
— s(0 , —w(i) , —ь-(£) , —s(i) <4(v); (16)
dt \ \ dt I I dt I I dt I

|Aiix(a:, t) — m(x, t) |(v) (x—s(t)), s(t)^x^l. (17)

В силу оценок (15), (16), из последовательностей {«(/)}, {vi(t)}, 
{s(t)} можно выделить сходящиеся последовательности. Пре­
дельные функции ю(4)еС[х, Т], vi(t)^C(х, 7], s(i)eC[x, T’JACJx, Г]. 
Используя свойства потенциалов и оценку (17), можно показать, что 
функции и(х, i), п,(х, t), задаваемые интегральными представлениями 
(см., например, (13), (14) из (4)), функция s(i) являются решением за­
дачи при хС/'С '/’.

Замечание 1. Нетрудно показать, что скорость движения границы 
раздела фаз вблизи момента разрыва подвижной границы неограничена.

Замечание 2. В том случае, когда задача рассматривается на оси 
, а начальные функции имеют вид

<Pi (z) =¥,£ при ср(ж)=ух при zX)
и а=0, задача & имеет автомодельное решение. Скорость движения гра­
ницы раздела фаз стремится к бесконечности при 7^0: при этом функции 
co(i). iy(i), s(i) имеют вид

co(i) =cool/i, щ(^=щ, s(7)=sol'i.
Числа Wo, Vi, s0 определяются как решение системы трансцендентных 

уравнений.
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