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ГРУППЕ ЛИ

(Представлено академиком Н. Н. Боголюбовым 5 IX 1975)

В 1973 г. в работе Н. Н. Ладиса (3) были найдены алгебраические необ­
ходимые и достаточные условия топологической эквивалентности двух ли­
нейных дифференциальных систем с постоянными коэффициентами. Этим 
самым была разрешена задача, поставленная В. И. Арнольдом в (‘). В на­
стоящей работе сходные вопросы рассматриваются для дифференциальных 
уравнений с постоянными коэффициентами на группе Ли.

Пусть G — связная односвязная группа Ли, g — ее алгебра Ли. Рассмат­
ривается дифференциальное уравнение

Хи(х) =А (ж)п(т) (tgG, жед), (1)

где и (т) — искомая функция, определенная на группе G и принимающая 
значения в Rn, А (ж) — гомоморфизм алгебры g в алгебру L (В") всех линей­
ных операторов на R", X — левый дифференциальный оператор, соответст­
вующий элементу жед, действующий по формуле

Хи(т) = — к(е‘*т) |(==0. (2)
at

Для уравнения (1) ставится задача Коши о нахождении решения урав­
нения (1), удовлетворяющего начальному условию

iz(e)=M0 (е — единица группы G). (3)

Решение этой задачи может быть записано в виде и(х) =Г(т)гг0, где 
Т’(т) — непрерывное представление группы G (см., например, (2)).

Пусть на той же группе G задано другое уравнение
Xw(t)=41(«)u(t), (1')

где А Дж) —также гомоморфизм алгебры g в алгебру A(Rn). Решение задачи 
Коши для этих уравнений будем обозначать п(т, и0) и щ(т, u0) соответст­
венно.

Определение. Уравнения (1) и (Г) называются С3-динамически 
эквивалентными, если существует такое гомеоморфное отображение 
h: R—^Rl, являющееся диффеоморфизмом Rn\0 на Rn\0 класса G', что. 
при всех t^G, «oeR” справедливо тождество

и(т, h(uQ))=hoUt(t, По). (4)
Пользуясь представлением решения, это тождество можно записать в 

виде
7(т)/1(щ)=/1°7’1(т)гг0, (5)

где ГДт) — представление группы G, отвечающее уравнению (1'). Предпо­
лагая, что h является С‘-динамической эквивалентностью, подставляя в (5) 
е'хт вместо т, дифференцируя по t при t=Q и полагая т=0, с помощью (2)
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приходим к соотношению

Л (ж)/г(м0) =^' (и0)Л1(ж)м0. (6)

Обратно, можно показать, что если отображение h(u) принадлежит 
классу С1 в Rn\0 и удовлетворяет соотношению (6) при любом (/.„eR" и 
жед, то для него выполнены тождества (5), (4).

Предположим, что группа G разрешима и некоммутативна. Этим же 
свойством будет обладать ее алгебра Ли и, в частности, [д, д]^0. Пусть 
А^{х) — некоммутативное представление алгебры д. Тогда найдутся такие 
элементы х, г/eg, что [ЛДж), ЛДу) ^ЛДж, у]=#0. Обозначим [х, у]=£- 
Пользуясь теоремой Ли о треугольном представлении разрешимой линей­
ной алгебры Ли, легко увидеть, что оператор A^z) нильпотентен. Оператор 
A (z) также будет нильпотентен.

Из определения С’-динамической эквивалентности вытекает, что она не 
будет нарушаться, если от представлений Л (ж) и Л Дж) перейти к эквива­
лентным им представлениям. Поэтому можно считать, что матрицы опера­
торов А (г) и ЛДг) имеют нормальную жорданову форму. Введем обозна­
чения: I (Ц) — число жордановых клеток в матрице Л (г) (ЛДг)); ^ — раз­
мерность с-й клетки матрицы Л (г), г^2; р, — размерность г-й клетки мат­
рицы. Л1 (г), р.>2; <в (со,)—число одномерных клеток матрицы Л(г)- 
•(ЛДг)).

Уравнение (6) можно записать в координатной форме, и тогда оно рас­
падается на системы уравнений
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где m принимает значения 1, n+1, п+г2+1,..., E n+1, а к - значения 
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, (8)

где 7=1,..., со.
Рассмотрим систему (7) при некоторых т, к. Обозначим через Ер ли­

нейную оболочку элементов из R” вида
{О,..., 0, кр1, 0, . . . , 0, кР1+Р2, 0, . .., 0, пп_(й14_,,..., ,

через Ег
{О,..., 0, иГ1, 0,..., 0, иГ1+Г2, 0,..., 0, un—ш, ип~ш+1, ■ •., ип}, 

через {ek}
{О, . . ., 0, ик, 0,... , 0}.

Из структуры уравнений (7), (8) видно, что при отображении h(u) под­
пространство Ер переходит в подпространство ЕГ.

Лемма 1. Если уравнения (1) и (Iх) (^-динамически эквивалентны, 
где s^max г{—1, то сужение отображения h(u) на подпространство Ер при- 

s—max г4-|-1
надлежит классу С г (включая точку нуль).
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Доказательство. Система (7) на подпространстве {еп-Ш1—®ЕР
имеет вид

dhm

d hm
Ibm ^n—Ш1—1 « ,

du„-ai

hm+k— 1 ---- ^Н- <i)l— 1

(5 /ijTt-J-ft, 

^iZn—с,)!

(9)

Эта система допускает при решение в явном виде

1
(М)!

г—З фт+1
i=0,1,..., к, (Ю)

П—©j—1

где функции не зависят от переменной и„_Ш1. Если считать, что
Ип-ш.^О, то hm+i, как функция всех остальных элементов, принадлежит 
классу Cs; отсюда дифференцированием (10) по и„-Ш1 показывается, что 
функциифт+уип^,-! допускают продолжение при до функций,

принадлежащих классу Cs~k+1, при всех значениях своих аргументов. Из 
формулы (10) тогда следует, что функции h,m+t принадлежат классу С‘~к 
на всем подпространстве ®ЕР и, в частности, на подпространст­
ве Ер.

Система (8) принимает на подпространстве ®ЕР вид

0 Ип—<й1—1 1 « ? 7 • • •» to*
О' Un—Ф1

Из нее вытекает, что функции hn-a+j не зависят от wn_w, и, следователь­
но, принадлежат классу С“ на этом подпространстве. Лемма доказана.

Предположим выполненными условия леммы 1 при s>max ц; введем 
г 

обозначения
h0' = lim h' (и).

|u|->0

Применяя лемму 1 к обратному отображению h *, мы придем к выводу, 
что существует

(Л-1) o' = lim (/г"1)' (гг).
[и|-*0

Из соотношения det//(u)-det ) =1 предельным переходом
при | и | ->0, и^Ер, получается, что det До'-det (/i_1)0/=l. Таким образом, 
линейное отображение h0' обратимо.

Теорема 1. Если уравнения (1) и (lz) Cs-динамически эквивалент­
ны, где s^max ц+1, то они линейно эквивалентны.

Доказательство. Рассмотрим разложение Rn=E’P®£'l., u(uP,uq) 
и запишем уравнение (6) в виде

A(x)h(up, uq)=h'{up, uq)Ai{x) (ир, uq).

В этом равенстве зафиксируем ир=^0 и разложим левую и правую ча­
сти по формуле Тейлора в точке ug=0. Приравнивая коэффициенты в обе­
их частях при членах первого и второго порядка малости относительно uq,
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приходим к равенствам
A(x)h(up, 0)=h'(up, 0) А^х) (ир, 0), (И)

A(x)h'(up, 0) (0, uq) =h'(up, 0)Л4(я:) (0, u,) +
+ [h"(up, 0) (0, uq) ]At(х) (ир, 0). (12)

В силу леммы (1) в равенстве (12) можно перейти к пределу при 
и;)—>-0, тогда получим

A (x)h0'(0, uq) =h0'At(x) (0, uq). (13)

В силу условия, наложенного на s, функция h(up, 0) принадлежит по 
крайней мере классу С1, поэтому, приравнивая дифференциалы левой и 
правой части (11) в точке ир=0, приходим к соотношению

A (x)h0'(up, 0) =h0'Ai{x) (иР, 0). (14)

Объединяя (13), (14), получаем, что
A(x)h0'u=h0'Ai(x)u (иеР/‘),

т. е. уравнепия (1) и (1') линейно эквивалентны. Теорема доказана.
Заметим, что в весьма частном случае утверждение, аналогичное теоре­

ме 1, было получено мпою в 1973 г.
Автор благодарит С. Г. Крейна за постановку задачи и постоянное вни­

мание к работе.
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