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Хорошо известно, что при zzSs-l существуют различные инвариантные 
несепарабельные продолжения классической лебеговской меры 1п в п-мер- 
ном эвклидовом пространстве Ел (см. (*)).  Метод построения таких про­
должений сводится в основном к расширению класса Ln всех измеримых 
по Лебегу частей Еп за счет добавления к этому классу почти инвариант­
ных (относительно заранее фиксированной континуальной группы преоб­
разований) подмножеств пространства Еп. Указанный метод имеет одну 
особенность: если р — произвольная мера, полученная с его помощью, то 
на области определения ц может быть задан целый ряд других аналогич­
ных р продолжений 1п (см. (')). Иными словами, здесь нарушается свой­
ство единственности, столь характерное для меры Лебега. В связи с этим 
естественным образом возникает следующий вопрос: можно ли продолжить 
1п до несепарабельпой инвариантной меры так, чтобы для последней свой­
ство единственности все же сохраняло силу?

* Для удобства мы будем отождествлять посредством канонического изоморфиз­
ма пространство Еп с группой П„ всех его трансляций.

Ниже рассматривается одно продолжение 1„, обладающее этим свойст­
вом.

Пусть G — подгруппа группы D„ всех движений пространства Еп, со­
держащая всюду плотное в Еп множество параллельных переносов *.  
G-мерой назовем каждую G-инвариантную меру р. такую, что р([0, 1]”) = 
= 1. Ясно, что если р. — полная G-мера, то р, продолжает Z„.

Мы будем говорить, что G-инвариантная мера р, обладает свойством 
исчерпывания, если для любой р-измеримой части X пространства Еп со­
отношение р(Х)>0 влечет существование такой последовательности 
(gi)i<sN преобразований из G, что р.(2?„\ |J £<(Х))=0.

Оказывается, свойство единственности тесно связано со свойством ис­
черпывания. Легко показать, что при наличии первого из этих свойств не­
обходимо выполняется и второе. С другой стороны, имеет место следующее

Предложение 1. Пусть G — подгруппа D„, в которую входит не­
счетное всюду плотное в П„ множество параллельных переносов, ц — не­
вырожденная (т. е. не равная тождественно нулю) с-конечная полная 
G-инвариантная мера со свойством исчерпывания. Если теперь и/ — про­
извольная о-конечная G-инвариантная мера, заданная на области опреде­
ления р, то р/ отличается от ц лишь некоторым коэффициентом.

Отметим, что при доказательстве этого утверждения существенно ис­
пользуется классический результат Улама о неизмеримости в широком 
смысле кардинального числа N, (см. (2)).

Как непосредственное следствие предложения 1 получается единствен­
ность (с точностью до постоянного множителя) на Еп лебеговской меры 
если последнюю рассматривать в классе всех невырожденных о-конечных 
О „-инвариантных мер на пространстве Еп.
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Замечание. Нетрудно проверить, что в формулировке предложе­
ния 1 условие о-конечности ц нельзя заменить менее ограничительным 
условием, состоящим в том, что всякое семейство р-измеримых и взаимно 
непересекающихся подмножеств Еп со строго положительными мерами 
должно быть не более чем счетным.

Из сказанного выше вытекает, что утвердительный ответ на интере­
сующий нас вопрос будет получен, коль скоро удастся построить несепа­
рабельную меру, обладающую свойством исчерпывания.

Лемма 1. Пусть п^1, ф — начальное порядковое число, соответствую­
щее мощности континуума.

Тогда можно указать такую группу ГсП„ и такие два семейства 
(^Е°) 0>ss6«i>, частей Еп, для которых будут справедливы приводи­
мые ниже соотношения:

1. Г является свободной группой с базисом (жЕ)Е<ф.
2. (Vf) (F — замкнутое множество в Еп с Z„(7?)>0=> 

^Card(/m(U КП)=2Х»).
5<Ф

3. Последовательность векторов (£Е)о««<и всюду плотна в Е„.
4. Для каждого ординального числа £ -из промежутка [со, ср[ обозна­

чим через ТЦ нормальный делитель индекса 2 в группе Г, образованный 
теми элементами Г, в разложениях которых по базису (хЕ)Е<ф коэффициен­
ты при х^ — четные целые числа. Тогда (V/j) (Card (4Е0Д/г(4Е0)) <
<2x»&Card(4E*A/i(^ EI))<2!<»)) и (yh) (Card(H-6°ДЛ(ЛЕ*))<
<2x°&Card (^Lg1 AA (A6°)) <2X“)); в частности, объединение Л--"Li/13 представ­
ляет собой почти Г-инвариантное подмножество Еп.

5. (Vg) (со^§<ф=>ЛЕ"ПЛЕ‘ = ^).
6. (vg) (vg)
7. Если — любое инъективное счетное семейство порядковых

чисел, принадлежащих интервалу [со, ф[, то пересечение [~| , /А=0,1,

служит 1,-массивным множеством в Еп. Более того, это пересечение 'имеет 
континуальную общую часть с произвольным замкнутым подмножеством 
,Еп строго положительной борелевской меры.

Наметим коротко доказательство сформулированной леммы. Во- 
первых, сразу же видно, что группу Г легко можно определить методом 
трансфинитной индукции. Далее, согласно одному результату Тарского, 
существует ф-последовательность (./Е) и<5<ф множеств, содержащихся в 
промежутке [0, ф[ и таких, что для всякого счетного семейства по­
парно различных ординальных чисел из [со, ф[ пересечение Ik, где Д 

есть либо JE/f, либо [0, ф[\7Е1£, является континуальной частью [0, ф[. 
■ Обозначим через Р класс пересечений Ik, отвечающих всевозможным fee А'
инъективным последовательностям (^)Jte=N. Пусть теперь (Г;)Е^-Ф— се­
мейство замкнутых подмножеств пространств Е„, удовлетворяющее сле­
дующим соотношениям:

1) (Vg) (В«р=>^(^) >0);
2) (VJ) (7еР=>частичное семейство (JWSJ состоит из всех замкнутых 

множеств в Еп, имеющих строго положительную меру, причем каждое Е^ 
.встречается в (FE)Ee., континуальное число раз).

Трансфинитной индукцией без труда строится ф-последовательность 
(Хе)е«г частей Еп, для которой выполняются приводимые ниже свойства;

(1) (УВ)(У£)(О<|<ф&О<£<ф&^^ХЕАХ;=0).
.... (2) (У^)(О^^<ф^ЛХ^0).

(3) (V|) (0=Сс;<ф=>ХЕ представляет собой некоторый класс интранзи- 
тивности группы ГЕ, порожденной семейством векторов (ягл)ч<е)-

Введем обозначение ЯЕЕ=ЯЕЛГЕ, где ГЕ, как и в соотношении (3),— 
группа трансляций Еп с системой образующих Очевидно, что при

Пл является нормальным делителем индекса 2 в ГЕ. Выберем под
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конец какую-нибудь систему представителей для семейства
(X5fl^s)E<4, и положим

Л5°= ( U (щ)) и ( U (ХС W («с))),
tejj ts[O,<p[\/E

Л*=(  и W)U(U(W№)))-
Ее[0,ф[\/Е JeJj

Немедленно проверяется, что определенные таким способом множества 
ЛЕ° и А^, o^g<(p, удовлетворяют нужным условиям.

Рассмотрим теперь алгебру подмножеств пространства Еп, порожден­
ную объединением LnU ( (J {ЛЕ°, ЛЕ*}) . Эта алгебра есть не что иное, как 

Gj^S<T 
класс частей Еп вида

( U и/.(1,П • П<Р>П *7»U(W),
7 еФ

где (gA) 15S?i4P — конечная инъективная последовательность порядковых 
чисел из промежутка [со, <р[, Ф — множество всех отображений {1, 2,..., р} 
в {0, 1}, Уf (/еФ) и У — произвольные измеримые в смысле Лебега под­
множества Еп, В — дополнение к [J Х^. На указанной алгебре можно за- 

дать функцию р с помощью следующей формулы:

р (( и (Л ь(1) П • • • Л А™ л Yf)) и (Вл у)) = У 1п (УЛ.

Корректность определения ц вытекает из /„-массивности каждого пересе­

чения Л/Л’р ... П ( '. Кроме того, ясно, что отображение р служит про­
должением лебеговской меры 1п. Весьма просто устанавливается также

Лемма 2. Пусть F(En) означает класс неконтинуалъных частей про­
странства Е„.

Тогда функция р, единственным образом продолжается до Г-инвари- 
антной меры ц, задаваемой на с-алгебре, системой образующих которой 
является объединение F (£„) ULnU ( (J {ЛЕ°, АЕ‘}).

Наконец, имеет место
Предложение 2. Г-мера р. обладает свойством исчерпывания.
Последнее утверждение легче всего доказывается, исходя из того факта, 

что свойство исчерпывания, очевидно, справедливо для отображения р, а ц 
получается из р обычным лебеговским процессом продолжения меры с коль­
ца на порождаемое им о-кольцо при помощи покрытий множеств, лежащих в 
Е„, счетными семействами элементов из области определения р; поэтому в 
данном случае свойство исчерпывания сохраняется при переходе от р к р.

Обозначим теперь через Д„ единичный координатный куб в простран­
стве Еп, и пусть р — псевдометрика, ассоциированная с мерой р. Легко 
проверяется, что расстояние (относительно р) между любыми двумя раз­
личными множествами семейства (ЛЕ°ПДя) есть */ 2. Следовательно,
топологический вес метрического пространства, ассоциированного с р, ра­
вен мощности континуума, и тем самым установлена несепарабельность 
меры р.

Замечание 1. Техника продолжений лебеговской меры посредством 
соответствующих расширений класса Ln за счет почти G-инвариантных 
частей Е„ обладает также еще одной особенностью: если X — произвольная 
G-мера, полученная с помощью этого метода, то для всякого X-измеримого, 
имеющего строго положительную меру подмножества X пространства Еп 
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найдется такая окрестность U единичного элемента топологической груп­
пы Dn, что будет выполняться соотношение g^UftG=*X(g(X)  ЛХ) >0. Дру­
гими словами, множество X нельзя вывести из самого себя, если на него 
действовать преобразованиями из G, достаточно близкими к тождествен­
ному движению Еп. Это свойство устойчивости измеримых множеств со 
строго положительными мерами уже перестает быть верным для р. В са­
мом деле, каково бы ни было е>0, существует параллельный перенос h 
из группы Г, по норме не превосходящий е и такой, что /г(Л(!,°) ЛЛш°=0. 
В связи со сказанным отметим также, что если принять гипотезу о неиз­
меримости в широком смысле кардинала 2Хо, то нетрудно будет доказать, 
что каждая G-мера в эвклидовом пространстве Е„, для которой справед­
ливо приведенное свойство устойчивости, является строго продолжимой с 
сохранением этого свойства.

Замечание 2. При ri^i сепарабельные D„-инвариантные продолже­
ния меры Z„, удовлетворяющие свойству исчерпывания, можно строить без 
привлечения техники, связанной с рассмотрением почти О „-инвариантных 
частей Еп (см. (3)).
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