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1°. Пусть X — рефлексивное банахово пространство *,  Н — банахово- 
пространство, S: Х-+Н — линейный непрерывный оператор, В: Х-+Н — опе­
ратор, не обязательно линейный.

* Все линейные пространства в данной работе считаются вещественными. Рас­
смотрение комплексных линейных пространств приводит к незначительным измене­
ниям в формулировке результатов.

Рассмотрим уравнение
Su+B(u)=h, (1)

где h — заданный элемент пространства Н, а и — искомый элемент из X,. 
и изучим вопрос о разрешимости этого уравнения.

Сформулируем следующие условия.
Условие I. Существуют непрерывный оператор 6: Х-+Х*  и число 

ре(1, с») такие, что <0(и), гг>=||гг|р, ||0(w)= ^иеАХ, причем
<0(u)—0(о), и—1?>>0

У с л о в и е II. S(X) =Х {0} и dim ker S<°°.
Условие III. Существуют такое конечномерное банахово под­

пространство coker 5 и такая вещественная билинейная форма {h, и} на 
//X coker S, удовлетворяющая неравенству

{h, И}<СВД1к11, CeR, ¥иеСокег5,
что имеют место равенства

5(Х) = {/геЯ | {h, и} =0 VBecoker S}, 
{иесокег S | {/?, и) =0 = {0}.

Для формулировки дальнейших условий нам понадобятся некоторые- 
обозначения. Пусть А — линейное подпространство в kerS, А: Л-> 
->-coker S — линейный оператор и пусть Q, S, Z —такие замкнутые линей­
ные подпространства в X, а V и W — такие линейные подпространства в И, 
что справедливы соотношения

coker S=A (Л)® Q, kerS=A®S, X=Z©kerS, H=S(X)®V®W, 
{h,u}=0 VheV, VueQi {h,u}=0 Xh^W, Vue^(A).

Пусть, далее, S_1: 5(X)->Z — линейный непрерывный оператор, обла- 
на

дающий таким свойством: SS~lh=h ^h^S(X) и Pt: Н—>S (X) — линей­
ный проекционный оператор, у которого ker Pi=V® W.

У словие IV. {В (и) — h, v}=0 Xu^X,Hv^Q.
Определение. Пусть У — замкнутое линейное подпространство в X. 

Через О (У) обозначим совокупность всех таких замкнутых множеств 
Ф<=У, которые обладают следующими двумя свойствами: 1) 0еФ\<ЭФ и 
2) УцеУ\ф существует единственное число т>0 такое, что тоейФ.

1301



Для всякого элемента h^H через STh обозначим совокупность всех та­
ких чисел т>0, для которых существует ограниченное множество 
ФХ^(У (А), обладающее свойством

{5(м+у), Av}^{h, Av} ||u||^t, УреЗфт (2)

(это множество для заданного предполагается фиксированным).
Условие V. Множество 3~кУ=ф, и существует такое число тое^~„, что 

||5-1А(/1-5(п+у)Жто VBeZ®S, ||и||=т0, v^®To.
Опишем одну ситуацию, в которой условие V выполнено.
Теорема 1. Пусть подпространство Л разложено в прямую сумму ли­

нейных подпространств: Л=Л0®Л таких, что
{B(u)—h, 4р}=0 Vu^X, VpeA0.

Предположим, что имеют место неравенства
||Д(М)1КС1+С2|Щ||П УиеА\{0}

{B(u+v}, Аи^е^кУ—82Ц»||’А:Х—е3 VueX\{0}, \ги^дФ'м, Vk,
■в которых Ct, С2, 81, е2, 83, 6, у, о, XeR, аФ(1>, Ф<2),... — последовательность 
ограниченных множеств из (У(Л). Пусть для некоторого <в>0выполняется 
соотношение da<°°, где dm=sup (/c~“(sup ||р||) )• Введем обозначение-.k v е Ф >

8 = 8!— (1—sgn(y— и) )sup (к~а sup [h, р}).

Предположим, далее, что 056=^1, е25=0, 7>са, о>0, у—к—собо^О,
■0(1—sgn(y— к)) =0, 8>е2(1—sgn(y—к)), причем если 0<5<1 и ^>к, то 
||5~1/'1||С'2Д06(1—sgn('f—к—ибо)) (бг/е)шв/(т—А)<1, если 6=1 и у>к, то 
||5_1Р||С2(1+б/ш(1—sgn(y—к—он»)) (е2/е)“/(т_м)<1, и, наконец, если 6=1 и 
Ч=к, то ||5“1Р1||С2<1.

Тогда условие V выполнено.
Условие VI. Оператор В ограничен (т. е. переводит ограниченные 

множества из X в ограниченные множества из Н) и может быть пред­
ставлен в виде В(и)=В(и, и), где оператор и, v-*-B(u,  и), рассматривае­
мый как оператор из XXX в Н, обладает следующими свойствами:

а) VneX v-+B(u, v) — непрерывный ограниченный оператор из 
X в Н-

б) V;i(b, р)^0 Vb, v^X, где vh(u, р)=<0(п)—0(р), u—p> — 
-<05-1P1(^-R(»))-e5-T1(A-S(u, р)), u-p>;

в) если Иц-^-u слабо в X и ^(щ., гг)-»-О, то В(в(1)->5(в) слабо в Н;
г) если иц->-и слабо в X, то VpeX 5(вц, v)-+B(u, и) сильно в И.
Замечание 1. Условие VI, очевидно, выполнено, если оператор В 

переводит слабо сходящиеся последовательности из X в сильно сходящие­
ся последовательности из И.

Замечание 2. Свойства б) и в) в условии VI имеют место, напри­
мер, если X — гильбертово пространство, 0 — изометрический изоморфизм 
между X и X", а В — оператор, переводящий сильно сходящиеся последо­
вательности из X в слабо сходящиеся последовательности из Н и удовлет­
воряющий неравенству \\В(и)—В(и, р) ||<L||n—р|| ^и, v<sX с константой
Л<||5-1Р1|Г1.

Т е о р е м а 2. Пусть выполнены условия I—VI.
Тогда уравнение (1) имеет по крайней мере одно решение.
Для доказательства заметим, прежде всего, что, в силу условий I—IV, 

уравнение (1) является следствием уравнения

£<Л>(п)=0, (3)
G(ft) (в) =1Г0Пп-1Г05-1Л (h-B (и}) -FP2 (h—B (и)),
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на
П: X—>Z®S — линейный проекционный оператор, у которого кегП=Л,

па
Р,-. Н—— линейный проекционный оператор, у которого ker Z’2=«S'(V’) ® 
® W, и F; П-^Х' — линейный оператор, определяемый с помощью тождест­
ва {Fh, v) = {h, Л (у—Пн)} VpeX. Следующие неравенства (4), (5) яв­
ляются следствиями условия V:

<G,h> (ii+v), у»0 VneZ®S, ЦиКто, VpeSOC., 

<G<ft)(u+z>), ii>=sO VneZ®2, ||и||=То, VyeOTo.

(4)

(5)
Из равенств (4), (5), как было показано в работе автора (‘), следует 

существование в пространстве X ограниченной последовательности Га- 
лёркина для оператора G"!). Предельный переход в галёркинских уравне­
ниях может быть осуществлен в силу того, что оператор Gw является опе­
ратором «вариационного исчисления» (см. (2), стр. 192), при этом опера­
тор G(h) (га, н) следует записать в виде

G(W(ra, п)=П*0Пга-П*0^- 1А(/г-5(га, u+H(v-u)))-FP2(h-B(u))
Хи, т=Х.

Таким образом, уравнение (3), а следовательно, и уравнение (1) разре­
шимо.

2°. Примерами операторов, удовлетворяющих условиям II и III, слу­
жат операторы краевых задач теории линейных эллиптических дифферен­
циальных уравнений и систем уравнений с частными производными (3,4),. 
а также операторы краевых задач теории обыкновенных дифференциаль­
ных уравнений и систем уравнений (О, стр. 84—91). Для них форма 
{h, и} имеет вид

М ^к

где М, — натуральные числа, Й(Л) — пространство с о-конечной мерой,
h = {/ijk(.T(fe))}j=i,...,NftJ /irteELp^(Q(/l)), SFjk: coker 5IS f

(Q(W) — линейный оператор.
Пример. Пусть п, т, т0,..., тт-у — натуральные числа, ре(1, °°), 

Q — ограниченная область в эвклидовом пространстве R”, граница которой 
представляет собой достаточно гладкое многообразие размерности га—1 
(точки Q обозначаются через х, а точки dQ через х'), X=WpZm (Q),.

H=LP (Q) X П Ж2™"’"'-17’ (5fi), s : X—Il - оператор, порожденный регу­

лярной краевой эллиптической задачей ((6),стр. 165—178), поставленной 
для заданного в Q эллиптического дифференциального выражения порядка 
2т с вещественными коэффициентами (коэффициенты граничных диффе­
ренциальных выражений также считаются вещественными), а(1),..., a(v;) — 
все мультииндексы, по модулю не превосходящие mh а(1),..., а1'1—все 
мультииндексы, по модулю не превосходящие 2т, 5(и) = (ц(ж, Damu, . ..

причем функции ц: QXRV->R и Кр. 3fiXRv;->R, /=0,..., т—1, таковы, что- 
для оператора В выполнено условие VI (см. также замечания 1 и 2), 
= go (ж'),..., gm-I (Z)) eg,
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'(по поводу обозначения 5Д см. (е), стр. 168—170). Условия I—III, как из­
вестно, выполнены. Потребуем выполнения условий IV и V, и тогда в силу 
теоремы 2 уравнение Su+B (и) =h окажется разрешимым.

Аналогично могут быть изучены краевые задачи для некоторых систем 
дифференциальных уравнений, эллиптических в смысле Дуглиса — Нирен­
берга, а также систем обыкновенных дифференциальных уравнений с не­
линейными добавками как в самой системе, так и в краевых условиях.

В только что рассмотренном примере содержатся в качестве частного 
случая задачи, изученные в (7, 8). Характерной особенностью этих задач 
является тот факт, что они оказываются разрешимыми лишь при опреде­
ленных ограничениях на правую часть. Следующие два утверждения яв­
ляются следствиями рассмотренного выше примера, причем в них описаны 
ситуации, когда разрешимость краевой задачи имеет место при любой 
правой части из Н.

а) Краевая задача An+A,u+a|u|esgnn=/ в й, w|aQ=g, где %eR, бе 
е(0, 1), a<s=L.x{Q.'), причем $ а\ § | для любой ненулевой функции

£
такой, что g |0q=O и A£+Zg=O в Q, разрешима в пространстве 

W(Й) Vge^-1/P(5Q), V/eLp(fl).
& и I

б) Краевая задача Au+a(l+n2)“/2sin ((1+п2)а/2) =/ в Q, — =g, где
dv 10а

о>0, <й+о<1, аеАоо(Й), $ a dx^=0, d/dv — производная по направле- £2
нию внешней нормали к д&, разрешима в пространстве W„2(Q) Vp-<=
ejy*7(3Q),  Vf^Lp(Q).
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