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Области определения вычислимых отображений (‘) широко изучались 
в вычислимом анализе (2_7).

1. Пусть б/ обозначает область определения функции f,N — множество 
натуральных чисел, R+ — множество положительных рациональных чисел; 
к, тп, n-переменные для натуральных чисел. Для каждого из множеств 
вычислимых функций типа N-+N, N2-+R+, N2-*-N, R+-+N фиксируем гёде- 
леву нумерацию этого множества. Вычислимую функцию (в.ф.) с номе­
ром п в одной из этих нумераций будем обозначать через <р[п]. Фиксируем 
также гёделеву нумерацию ® перечислимых подмножеств N.

Мы будем пользоваться терминологией (8,9).
Пусть ЗЯ, ЗЯ=<^>, а, р>,—эффективно метрическое пространство (э.м.п.). 

Последовательность {хк} точек пространства ЗЯ называется вычисли­
мой, если существует в.ф. Ф (называемая определяющей функцией по­
следовательности) такая, что

(Vn) [а(Ф(п))=ж„].

Последовательность {жь} называется вычислимо фундаменталь­
ной, если существует всюду определенная в.ф. Т типа R+^~N (называе­
мая регулятором фундаментальности последовательности {хк}), удовлетво­
ряющая условию

(Vre=ft+) (Vm>T (г)) (VnjsV (г)) [р(жт, ж„)<г].

Э.м.п. £01 называется э ф ф е к т и в н о почти п о л н ы м, если суще­
ствует в.ф. (называемая функцией почти полноты пространства ЗЯ), нахо­
дящая по номеру определяющей функции некоторой сходящейся последо­
вательности В и номеру регулятора фундаментальности той же последо­
вательности a-номер предела последовательности В.

Э.м.п. ЗЯ называется эффективно сепарабельным, если суще­
ствует перечислимое множество С натуральных чисел (называемое множе­
ством эффективной сепарабельности) такое, что Cs6a и а (С) плотно в ЗЯ.

Через Sда (ж, г) будем обозначать открытый шар в ЗЯ радиуса г с цент­
ром в точке х.

Подмножество ST э.м.п. ЗЯ назовем вполне перечислимым, если 
существует перечислимое множество L натуральных чисел (называемое 
собственным множеством для множества .2,) такое, что а_1(^)=ГПба; 
а* — нумерация всех вполне перечислимых в ЗЯ множеств такая, что п 
является «‘-номером Z тогда и только тогда, когда со (п) есть собственное 
множество для S&. Вполне перечислимые множества и только они являют­
ся областями определения вычислимых отображений (из) э.м.п., они и 
будут служить основными объектами дальнейших рассмотрений.

2. Пусть ЗЯ —э.м.п., ЗЯ=<с^, а, р>. Введем на 36 топологию, приняв за 
систему элементов базы множество U всех непустых вполне перечислимых
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подмножеств ЯП. Так полученное топологическое пространство вместе с ну­
мерацией а множества 38 и нумерацией U, являющейся сужением а* на 
(a*)-1 (U), назовем райсовым пространством для ВД и обозна­
чим через ШТ. Очевидно, что ЯП* — эффективно топологическое простран­
ство.

Пусть ЯП* —райсово пространство для э.м.п. ЯП, ЯП=<^, а, р>. Мы ска­
жем, что ЯП* подобно эффективно метрпческому пространству, если ЯП* 
гомеоморфно некоторому э.м.п. ЯП15 ЯП1=<^’, а, р4> (ср. с понятием эффек­
тивной метризуемости из (8)).

3. Известно (см., например, теорему 2 из (s)), что всякое вполне пере­
числимое подмножество 33 эффективно почти полного э.м.п. вместе с пре­
делом вычислимой вычислимо фундаментальной последовательности со­
держит бесконечно много элементов этой последовательности. В то же 
время имеет место

Теорема 1. Каковы бы ни были э.м.п. ЯП и вычислимая последова­
тельность 3 элементов пространства ЯП, сходящаяся к точке х из ЯП и имею­
щая бесконечно много отличных от х членов, существует вполне перечис­
лимое в ЯП множество 33 такое, что х^ЗЗ и бесконечно.

Тем самым никакая вычислимая последовательность элементов э.м.п. 
ЯП, имеющая бесконечно много различных элементов, не сходится в ЯП*. 
Откуда вытекает

Теорема 2. Пусть ЯП — э.м.п. и ЯП* эффективно сепарабельно.
Тогда никакая не изолированная в пространстве ЯП* точка, не обладает 

в ЯП* перечислимой полной системой окрестностей.
Заметим, что если ЯП — эффективно почти полное эффективно сепара­

бельное э.м.п., то ЯП* эффективно сепарабельно.
Следствие. В предположениях теоремы 2, если ЯП* не дискретно, то 

оно:
1) не допускает перечислимой базы,
2) не является эффективно метризуемым.
Следствие допускает следующее усиление.
Теорема 3. Если ЯП* подобно эффективно сепарабельному э.м.п., то 

ЯП* дискретно.
Как это следует, например, из теоремы 2 в (5), если ЯП — эффективно 

почти полное эффективно сепарабельное э.м.п., то ЯП* дискретно тогда 
и только тогда, когда дискретно ЯП. Тем самым наша теорема 3 дает, что 
в этом случае ЯП* подобно э.м.п. лишь для дискретного ЯП. Отсюда, напри­
мер, следует, что райсовы пространства ни для конструктивного конти­
нуума Ж, ни для бэровского пространства 3“ общерекурсивных функций 
не являются подобными э.м.п. Однако имеет место следующая

Теорема 4. Если э.м.п. ЯП эффективно почти полно и эффективно 
сепарабельно, то райсово пространство ЯП* метризуемо.

Теорема 4 вытекает из приводимой ниже теоремы 5.
В (6) описывается способ построения для каждого э.м.п. из некоторого 

класса S эффективно метрических пространств непустого вполне перечис­
лимого нигде не плотного замкнутого множества (класс <3 содержит, в ча­
стности, пространства Ж и .

Теорема 5. Для всяких эффективно почти полного эффективно сепа­
рабельного э.м.п. ЯП, вполне перечислимого в ЯП множества 33 и точки х из 
33 существует вполне перечислимое замкнутое в ЯП множество Л такое, 
что х^.Я—ЗЗЗЗ.

Л может быть найдено эффективно по ЯП, 33 и х. Если ЯИ^<8’, то Л 
может быть выбрано нигде по плотным в ЯП.

4. Доказательство теоремы 1. Можно считать, что ос’(ж) 
бесконечно, а последовательность 3={ж0, хь ..., х„,...} обладает свой­
ством

(Vra) [0<р(ж, ж„+1)<р(ж, ж,,)].
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Тогда, очевидно, существуют всюду определенные в.ф. / и g типа N-»-R+ 
и в.ф. hi и h2 типа N->-N такие, что

(Vn) [р(ж, жп+1) <f(n) <р(ж, xn)&la*(hl(n))&\a,(h2{n))& 
a‘(7ii(n)) =Sgj( (ж, /(н))&а*(?12(п))=5,ж(жп, g(n))&

(Vfc) [и (h2(n)) Oto (h2(n+k+i)) =0& co (h2(n)) Псо (Ji^n+k)) =0] ].

Пусть A = {n\n^(a{hi{n))}. Можно показать, что бесконечно множест­
во (2={/с|ЛПи(/г.2(/с))=0}. Пусть I из N таково, что а* (I) =Э1\ (3U {х}) и 
пусть В = U со(/г2(/Д). Нетрудно видеть тогда, что множество HUBU 

\ Q
Uco(Z) есть собственное множество искомого вполне перечислимого мно­
жества 5S, {ж;, | k^Q}.

Доказательство теоремы 5.
1°. Фиксируем перечислимое, по пе разрешимое множество Р натураль­

ных чисел, разрешимое множество Т пар натуральных чисел такое, что

Р={ж| (я2/) [<*, у>^Т]}&(<х, уУ^Т^Сх, у+1У^Т),

в.ф. и, удовлетворяющую соотношению
& [!ii(n):=>ii(n)=pm[<n, тУ^Р]],

в.ф. | типа R+-+N такую, что для любых рациональных г4 и г2 из 0<г4< 
<г2 следует £ (г4) (г2) и £ (2~п) =и+1; пусть s — номер g.

Пусть 9Л=<^, а, р>, л — функция почти полноты и Сй — множество 
эффективной сепарабельности пространства Ш?; h — в.ф. типа N2-»-N такая, 
что:

1) h(N2)^C<,&(Vn^8a) (Vk)[\h(n, к)&р(а(п), a(h(n, /с))) <2-ft~1];
2) (Vn) (V&) [!h(n, к)=>(^т<к) [!7i(zz, тп) &р(а(А(щ ?n + l)),

a(/i(n, m)))<2~m_1]].
Через v обозначим в.ф. такую, что (V/c) (Vre) [ф[1!(п)](к) =h(n, /с)]. 

Пусть 3L вполне перечислимо в и xeJS.
2°. Построим специальное множество С эффективной сепарабельности 

для Ж.
Пусть в.ф. % и таковы, что

{h(n, к), если <m, Ar>^Z,
h(n, и(т)), если <т, кУ^Т;

если <.т,кУ^Т,
ф[п](н(т.)), если <ш,кУ^Т.

Положим
C^Coll {л (%(иг, п), s) | пг^Р & \h(n, u(m))}-,

С'2={л(ф(т, п), s') \m^P& (Vk<u(m)) [!ф[п] (к) & <p[nI (к) еСД & 

(Vfc<u(?n)) [p(a(cpt,,](&)), a((p[n](A;+'l)))<2“ft_i]}; C'=C'1UC'2.

3°. Пусть Lo — собственное множество для множества Положим 
L={re| n^LB & !л (у(п), s') & л (v(n), s') eL0. Легко видеть, что L есть соб­
ственное множество для 3L такое, что

( Vms6a\L) (VneL\6a) [ (V/c) [\h(n, к) ]=>lim p(a(fe(n, k), a(m)) =И=0]. &->oo
4°. Опишем способ построения специального вполне перечислимого 

множества, содержащего х и лежащего в
Пусть <?еЛП6а. Для всяких натуральных чисел а и Ъ таких, что 

(Vm) (Vn) [ (!ф[а](m, n)=>cp[a](m, ri)«=Я+ & me &n^L&
!cp[6](m, ri) &ф[ы(«г, ri)^N) & (т^ЛПба & неЛП6а=>!ф[а](т, n))], 
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обозначим через Я, ь перечислимое подмножество N2, удовлетворяющее 
условию

<т, и>е£а, 6^!ф[а] (т, п) & (теС\/п^С) &
(ЯА>ф[г)] (т, n))[lh(m, к) &\h(n, к)&ср[п](т, п) >р(а(й.(т, к)), 

a(h(n, к)))].

Положим М0(а, Ъ, </) = {?}, для

Мк(а, Ъ, ?) = {иг| b, q))[<n, m>e£M]};

#(а, Ъ, q)= (J ЛД(а, Ъ, q); Я {a, b, q)=a(M(a, b, q)).

Лемма. Если г/еа_1(ж), то Я {а, Ъ, q) — вполне перечислимое подмно­
жество ЗЯ, М(а, Ъ, q) — его собственное множество, х^Я(а, b, q)^Z.

5°. Мы укажем теперь такие а и Ь, что при любом q из ЬПба подмно­
жество Я (a, b, q) замкнуто в ЗЯ.

Лемма. Существует в.ф. / типа N2-+R+ такая, что

(Ут){Уп) [(Щт, n)^m<=L&(Vk<n)[lf(m, к)&j(m, к)^
&+1) ]) & (теЛПба=>!/(иг, п) & (n^8a\L=>/(m, п) < 

<р(а(иг), & (m^L\8a&ne8a\L&lf(m, п)&
(yk)[\h(m, k)]=>f(m, ri) <lim р (a (h(m, к)), а(«))].

k->00

Пусть натуральные числа а0 и Ьо таковы, что (Унг) (Уга)

[<Pr®](т, n)^min (/(m, n),f(n, m)) & !<p[6(1] (m, n)=><p[M(zn, n)eN&
(!cp[bo](m, и) <^!ф[Ио](т, гг) )■ & <р[од] (m, n)>2-<f[b«]v"1'

Следующее утверждение завершает доказательство теоремы 5.
Лемма. Я (а0, b0, q) замкнуто в ЯЯ.
Пусть Ze(5а_и а(1)^Я {а<>, b0, q). Тогда, если cz(Z)eJ2Z, то, как нетрудно 

видеть, а(Г)^Я (а0, b0, q). Пусть теперь a(l)<£Z. Положим

H1={m\m^M(a0,b0, q) Л 8а & т<1+3};
Н2= {т\те=М(а0, &0, q~) \8а & т<1+3 &(Vk) к) ]};

Я3={иг| (3n<Z+3) [пеМ(ав, b0, & <п, пг>е£в„, 6„]};
#=#! U Я2 U Я3 U {$}; е = min lim p(a(h(m, к)), a (I)).

ilitH k->oo

Можно показать, что е>0 и шар S® (a(Z), е/4) не пересекается с 
Я(,а0, b0, q).

Поступило 
И ХП 1975
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