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ПАРАБОЛИЧЕСКИМ УРАВНЕНИЯМ.

СТАТИСТИЧЕСКИЕ РЕШЕНИЯ И МОМЕНТНЫЕ ФУНКЦИИ
(Представлено академиком И. Н. Векуа 24 XI 1975)

1. Пусть Q — область в Rn с границей 5Й. В цилиндре QX[0, Т], 
0<7'<°°, задана параболическая система дифференциальных уравнений

ди Л д
М(и) = — + А (х, Dx)u — (+ и) (+ и) ~S (*, ж) =0 ®1ао=0,.

3=1

(1) 
w(i, a?) = (u1(i, х), up{t, ж)), g(t, x)=(gl(t, х), ..., gp(t, х))^ 

е£2(0, Т- #_t(Q)), х=(х1,..., +>);

А (х, D) — линейная сильно эллиптическая система операторов второго 
порядка, Fj(x, и): QXRP-+RV, /=0, 1, ..., п, F, зависит от и квадратично.

Предполагается что: 1) коэффициенты уравнения (1) принадлежат 
СЬ2(Й); 2) область й такова, что оператор — Д+1: ПЯ2(й)->
->Ь2(Й) —Ь2 имеет плотную в Ь2 область значений; 3) имеет место соот­
ношение (д/дх^^х, u)+Fa(x, и), u>=0 VueCo°°(Q), <u, ii}')=\u-wdx,

И
Пусть p(f, и), 0семейство о-аддитивных мер, заданных на 

о-алгебре §3(Л2) борелевских множеств mczL2(Q) =L2, a %(£, w) — характе­
ристический функционал меры ц(£, со):

= J е*“’м> p(i,dn), weL2, t<=[Q,T], (2)

где интеграл в первом соотношении берется по Ь2.
Под уравнением Хопфа, соответствующим задаче (1), понимается 

д
— = E(u,w)n(t,du), L{u,w)=—i{(u,A*w'>) +
dt

(F0(x, и), w> — <g, u+)exp(i <n, w>), (3)

4* — оператор, формально сопряженный А. В работе строится решение 
уравнения (3), удовлетворяющее начальному условию

%(£, w) |i=0 = J e{<“’wp(0, du), J ||w||2p(0, du)<°o, (4)

li • || — норма в L2. Семейство мер p(i, со), отвечающее решению y\t, w) 
задачи (3), (4) (см. (2)). называется статистическим решением зада­
чи (1). В случае системы Навье — Стокса, заданной в ограниченной обла­
сти й, статистические решения были изучены в (1). Метод построения 
статистического решения, предложенный в настоящей работе, отличается 
от метода в (‘), хотя также использует галеркинские приближения ста­
тистических решений. Предложенный метод дал возможность рассмотреть 
случай неограниченной области Й, несамосопряженного оператора А, 
а также получить теорему существования для индивидуальных решений 
как следствие теоремы существования статистических решений и другие 
новые факты.
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Доказаны также теоремы о гладкости и аналитичности по w построен­
ных решений %(7, ш) уравнения Хопфа (3) и теорема о разрешимости 
бесконечной цепочки моментных уравнений.

Отметим, что другой подход в изучении статистических решений или 
задачи Коши (3), (4), основанный на измеримом выборе индивидуальных 
решений осуществлен в (2,4).

2. Пусть {бДж)} — ортонормированный базис в Ь2, удовлетворяющий 
условиям:

1°) еДа^Я^-ЯД (1+|ж2|Г/2Я%(ж>П2, |а|<2, ?=1, 2,...,

2") (1+|ж|2)г e;(.r)^L00(Q)^L00, (1+|ж|2)г™еДж)еЛоо, к=1,...,п;
дх

7 = 1, 2, . .., где г — некоторое число.
Пусть Ях=[еДж),..., е.у(ж)] и Рх: Я-^-ЕД — оператор проектирования 

на пространство Ех, Ea,=liEK, ZV=1, 2,...
Теорема 1. Пусть ц(0, со) — вероятностная мера на S3(L2), удовлет­

воряющая (4). Тогда существует функционал %(7, w), определенный на 
[О, Т) ХЬ2 и удовлетворяющий следующим условиям-.

а) Vfe[0, 71] х(7, w) является характеристическим функционалом
вероятностной меры р(t, du), заданной на Э(А2);

б) мера р(7, и) при почти всех /<=[0, У] {относительно dt) сосредо­
точена на И” и в-аддитивна на ® (Я,0);

в) Эу>0, [3>0, что V£e[0, Т} имеет место неравенство

t t
J ||н||2р, (7, du)+^ J J || u|| Др (t, du)dx^e "(f ||n||2p(0, du) + J ||?(т, •) IliiCk), 

0 0
(5) где || • ||ft — норма пространства Соболева Hh(Q) =Hk;

г)' функционал yfa, w) удовлетворяет начальному условию (4), при 
каждом и;^Ех абсолютно непрерывен по t и для почти всех 7е[0, 71] 
удовлетворяет уравнению (3).

Доказательство проводится по следующей схеме. Пусть
цх(7, го) =ц(0, РW_1 (SN_1 (t) (гоЛЯ-г))), Sx“1(7)ro = {iieE'x: 5х(7)и.его}, 

<ае$3(Л2), SN{t)uN(Q, x)=uN{t, х) — оператор, сопоставляющий начально­
му условию ux(fi, x)^En решение галеркинского приближения зада­
чи (1): PNMPNuR(t, х) =0, uN(t, x)^En V£e[0, 71]. Из известной энер­
гетической оценки для приближений uN(t, х) вытекает, что

J || м||2рх (7, ди)+ц J ||Ы|4ацх(т, du) ^dx^e* (j||zi]|2p(O, dn)+J ||g||-idT^ . 
0 0

(6)
Кроме того, мера цх(7, го), которая называется галеркинским приближе­
нием искомого статистического решения, удовлетворяет уравнению

(7)

Семейство функционалов {/х(7, ю)}, рассматриваемое на [0, T]XBh, 
где Bk={u^Ek- llnll^E}, к фиксировано, удовлетворяет условиям теоремы 
Арцела. Поэтому с помощью диагонального процесса можно выбрать под­
последовательность {%х-}, сходящуюся на [0, Т]ХЕ^ к некоторому функ­
ционалу %(7, w). При каждом 7е[0, /] этот функционал продолжается по 
непрерывности на все Ь2. В дальнейшем последовательность {А'} обозна­
чается через {А}.

Лемма 1.а) При каждом 7е[0, Г] функционал %{t, w) является ха­
рактеристическим функционалом некоторой <з-аддитивной меры ц(7, го), 
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<oeS(L2). б) При почти всех [О, Т) мера ц(£, со) сосредоточена на II, 
и <з-аддитивна на 55 (И,').

G помощью леммы 1 из (6) выводится (5).
Пусть Н- — пространство функций и(х), x^Q, для которых <(1-ь 

+1х|2)“ти, и) <°о, г>0 фиксировано. Построенные меры |г(£, со), t<^[О, 71], 
можно продолжить на Э(Я_) по формуле ц(£, <o1)=p(i, сщПЬг) Vо>1с= 
<=5Э(/Г_). Аналогично можно на Н- продолжить меры со). Положим

t

о

I
цх(1, со) == J ц.у (т, со) dr, cosS (//_)

о
(8)

Лем ма 2. Для любого непрерывного на Н_ функционала f(u), удов­
летворяющего неравенству |/(к) |^С(1+||и||2), и Vfe[0, Т7] справедливо 

J f(u)p,N(t,du)—> J f(u)p,(t,du). (9)

Основное в доказательстве — установить слабую компактность мер 
piv (£, со). Они, очевидно, равномерно ограничены. Следовательно, достаточ­
но доказать, что они равномерно по А7 малы вне некоторого компакта 
К<=Н- (3). В качестве К берется шар Вл={||и||1<7?}<=Я1, который компак­
тен в Н— Равномерная малость рИЛ Н_\Вп) (VN, [О, Т7]) при больших 
R вытекает из (6). В силу сходимости %д-(£, w) к %(i, w) отсюда вытекает 
(9) для f(u), ограниченных и непрерывных. Далее, с помощью теорем 
Беппо — Леви и Лебега устанавливается справедливость (9) для указан­
ных в лемме f(u).

Интегрируя по t уравнения (7) и (3), получим

%N(f, ш)—x.v(0, w)=^i(n, Pxw)[ix(t, du),

2p)-x(0, w)=\L(u, w) pi (£, du). (10)

Каждый член правой части первого уравнения сходится по лемме 2 к со­
ответствующему члену второго уравнения. Кроме того, по построению 
%x(t, w)^%(t, w) Vfe[0, T], w^E^. Поэтому, переходя в первом уравне­
нии к пределу при 7V-*00, получим второе уравнение, эквивалентное (3).

Замечание. В случае системы уравнений Павье — Стокса все по­
строения, указанные выше, остаются в силе, если предварительно спроекти­
ровать обе части системы на подпространство соленоидальпых полей.

3. Лемма 3. Пусть для любого /ceZ+$||н||ftp,(0, du) =ч-Л<°°. Тогда-.
а) J||u||ftp(i, с/и)<Сь V£e=[0, TJ;
б) соответствующие характеристические функционалы %(£, w) беско­

нечно дифференцируемы по w в смысле Фреше Vfe[0, Т];
в) если ty^Aakk\, а>0, то для te[0, Т] функционал w,+iw2)

аналитичен по Wi+iw2 в полосе IIш^Ь2, где Са — константа, зави­
сящая от а;

г) если или [к/2])!!, то при ie[0, Т7] %(£, ш) — целый
функционал относительно w=wl+iw2, w^-L-..

4. Мера 6(wo, со) такая, что 6(н0, со)=1 для u0eco и 6(w0, о)=0 для 
н0^со, называется 6-м е р о й.

Теорема 2. Если начальная мера ц(0, со) =6(п0, со), то статистиче­
ское решение ц(£, со), построенное в теореме 1, также является при каж­
дом £е^[0, Т] 6-мерой’ ц(£, со)=6(щ (t, ■), со), причем u(t, -)=u(t, х)& 

Т; £2)ПА2(0, Т, Н?) — решение (1) при начальном условии и0.
Так как %д-(£, w) =expi<.S x(t) Pxu0, w>, то и предельный функционал 

■/(/, w) =expi<.u(t, •), w>. Отсюда выводятся утверждения теоремы.
5. Пусть для упрощения записи g(t, z)=0 и p—i, т. е. (1) является 

скалярным уравнением. Моментной функцией порядка k, k^Z+, статисти-
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ческого решения g(i, со) называется функция M(i, ж'1) (О, Т; L2(Qft)),
£2ft=QX...XQ (jc раз), жА= (ж,,..., жй), для которой

<.Mk(t,xk), ф(жь) >= <.u(xi)... и(хк), ф(жА) >p(i, du) ^<р{хк) ^L2(£lk). ^11)

Теорема 3. Пусть выполнены условия леммы 3. Тогда моментные 
функции Мк статистического решения p,(i, со), построенного в теореме 1. 
обладают следующими свойствами: а) для них конечны интегралы

i=l, ..., к", 7=1, ..., га; все интегралы по хг берутся по области Q. Кроме 
того, конечны интегралы, которые получаются из (12), если опустить опе­
ратор d/dxt и интегрирование по т;

б) 1й(У>1ДОЖ));
в) функции Mk{t, xk) (жЛ=(Ж1,..., Ж/JsQX ... XQ=QA) удовлетворяют 

следующей бесконечной цепочке моментных уравнений (&=!, 2, ...)

$ k ft
— Mk(t,xk)=— (y'iA(,xj,Dx.)Mk(t,xk)+ Xi, ...,Xi,Xi,...),

1 1

(13)

B(x)M(x)=^ — (Л(ж) Щж))+^0(ж) W),<Uo=W,5ft).
1

Для ф(х'')еС0“(Qa) функция xk), ф(жА)> абсолютно непрерывна по
t, is [О, Т]. Уравнение (13) понимается в смысле теории обобщенных' 
функций.

Из теоремы 3, в частности, вытекает, что если начальная мера ц(0, со) 
удовлетворяет условиям леммы 3, то задача Коши (13), в которой M(fi, 
xk) — моментные функции меры р,(0, со), разрешима, причем решения 
Mk(t, xk) обладают указанными в теореме 3 свойствами. Действительно, в 
качестве решения Mk(t, xk) задачи (13) достаточно взять моментные 
функции (11), где p,(i, со) — статистическое решение из теоремы 1.

Предложение. Пусть Mk,N(t, xk) — моментные функции меры 
px(Z, со). Тогда для выбранной в теореме 1 подпоследовательности {7V'}

Т т

(Mh (t, xk), ф (i, xk) ~>dt V?sC0“,

t. e. моментные функции галеркинских приближений p,N- (t, co) в слабом 
смысле сходятся к моментным функциям статистического решения ц (i, со) 
задачи (1).
Московский государственный университет 
им. М. В. Ломоносова
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12 XI 1975
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