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В. Н. ЧУБАРИКОВ

ОБ ОДНОМ КРАТНОМ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКОМ ИНТЕГРАЛЕ

(Представлено академиком И. М. Виноградовым 13 I 1976)

В настоящей статье продолжены исследования по теории кратных три­
гонометрических сумм Г. Вейля (см. (2, 3)).

При выводе асимптотической формулы для числа решений системы
уравнении

J1, (—l)3a?Jj...^3-=O,
J=1

0<£ъ ..., tr^n,

в натуральных Kijj,..., xrii^P, l^/^2Zc, возникает задача об оценке
сверху тригонометрических интегралов

1 1
J... J ... dxi... dxr (1)
о и

с многочленом /(а^,..., хг). Для многочлена от одной переменной эта за­
дача полностью решена ((У), лемма 4, гл. 2). Здесь мы доказываем оценку 
для кратного тригонометрического интеграла (1) (теорема 1), на основе 
которой исследуется вопрос сходимости одного несобственного интеграла 
(теорема 2). Заметим, что исследованием сходимости несобственных инте­
гралов, подобных интегралу теоремы 2, занимался Хуа Ло-кен (4). При 
доказательстве теоремы 1, точнее леммы, из которой выводится теорема 1, 
существенно используется идея И. М. Виноградова (см. (*), лемма 4, 
гл. 2).

Обозначения. £ — набор действительных чисел atl... 1т с условием
0<£1,..., tr^n,

fl • • • j Я'г) == ?

M=(n+l)r, a0... o=O.
Теорема 1. Пусть 

a= max |a(,... (r|,
OsSti.... trCn

1 1
I = J ... J е2я!/6<='1,. ..’:г) dxi... dxr.

0 0

*Г I 7

Тогда
111 < min (1, a~iKrn'>).

Константа в знаке < зависит только от пи г. 
Теорема 2. Пусть
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где интегрирование ведется по всем — 00<a(lj...!(r< + 00, O^Zj,.. 
ме а0... о.

Тогда J сходится при к>гпМ/2.
Для доказательства теоремы 1 нам необходима следующая 
Лемма. Пусть

кро-

f(x) =a0+ai^+.. .+а„жп, 
a=max |аД, 0=Сж<И.

Тогда мера тех точек х, для которых |/(ж)^ар, не превосходит 
Константа в знаке < зависит только от п.

Доказательство. Разобьем интервал 0<ж^1 на интервалы моно­
тонности f(x). Возьмем один из них и оценим длину интервала ж^ж^жг, 
на котором |/(ж) |^a₽. Пусть t=(xz—xi)/n.

Из формулы бинома Ньютона имеем

" рм (г \
/(ж,+тД =' —~~ (mty,

А=0
Рассматривая эти равенства как систему линейных уравнений с неизвест­
ными fk) (жД tk, получим

\f'k) (жДгД

Пусть | aft| —а. Тогда
п

\kla\ = \f™(0)\= | J1,

r—k

/(г) (жД 
(г—к)!

(—жДг_* <aei~,:+... +ae^_n<api_n.

Отсюда следует, что

Лемма доказана.
Доказательство теоремы 1 проведем индукцией по числу пе­

ременных многочлена. При r=i утверждение теоремы справедливо ((*), 
гл. 2, лемма 4).

Предположим, что теорема справедлива для г—1 переменной. Докажем
ее для г.

Без ограничения общности можно предположить, что при наибольшем 
по модулю коэффициенте переменная ж, присутствует в ненулевой
степени.

Запишем fi(xi,..., жД в виде

А (^1, • ■ ■ 5 ^r) * . . Хг—1 (Хг) .

Пусть наибольший по модулю коэффициент находится в полиноме 
ф51... Sr_, (ж Д. Е — множество точек жг, для которых

Тогда

где

ф..,..

|Z|^Z1+Z2,

в
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По предположению индукции

Z1<a_[(r“I)/rlI/<r-1)n«a_I/(r"),
а по лемме имеем

Теорема 1 доказана.
Доказательство теоремы 2. Подставим оценку теоремы 1 в ин­

теграл J и воспользуемся тем, что
min(l, a_1/(rn))=' min (min(l, la(,... ir|-1/(rn)))

.... /r=Cn

JJ min(l, |a(l... (r|-1/(rK'w') •
0<it,...,frCn

Получим утверждение теоремы 2.
Автор выражает глубокую благодарность проф. А. А. Карацубе за на­

учное руководство.
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