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Вопросам статистических оценок спектральных плотностей и спек­
тральных средних стационарных случайных процессов посвящена много­
численная литература. Большой интерес представляют простые условия 
состоятельности и асимптотической нормальности этих оценок при неогра­
ниченно возрастающем объеме выборки. В работах (1“4) данную задачу 
решают в различных, трудно проверяемых ограничениях на старшие се­
миинварианты, или старшие спектральные плотности. Асимптотическую 
нормальность спектральных оценок в этих работах доказывают методом 
моментов и условия соответственно формулируют на все смешанные се­
миинварианты или на все старшие спектральные плотности и т. д. В пред­
лагаемой работе условия состоятельности и асимптотической нормально­
сти рассматриваемых оценок формулируем в терминах перемешивания 
случайных процессов по Розенблатту. Требуем, чтобы коэффициент пере­
мешивания убывал с экспоненциальной скоростью. Это условие оказыва­
ется достаточным для применимости метода моментов для доказательства 
асимптотической нормальности. Заметим, что во многих примерах стацио­
нарных процессов такие условия перемешивания оказываются вполне 
естественными. В работе рассматриваем случай одномерной случайной 
последовательности, однако все полученные результаты можно перенести 
на случаи многомерных процессов и случайных полей.

Пусть X(t), £=...—1, 0, 1,... стационарный случайный процесс, при­
нимающий только действительные значения, причем M^X)=Q. Будем 
считать, что процесс X{t) имеет спектральную плотность /(X), Х^П — 
= [—л, л]. По выборке {Х(0),..., Х(А—1)} построим периодограмму
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спектральной плотности /(Zo) стационарного процесса X{t). Заметим, что
при выборе

<р(М = /11 io,
Х^Хо, 

Х^Хо?

Д (ф) является статистикой спектральной функции F(X0) процесса Х(£). 
При фСХ)^^ Л(ф) является статистикой корреляционной функции 
В {к). Точно также /(Л) является статистикой /(X). В дальнейшем, не ог­
раничивая общности, мы предполагаем все рассматриваемые функции пе­
риодичными с периодом 2л. Пусть далее функция ф(Х) ограничена, а по­
следовательность фДя) удовлетворяет следующим свойствам:

1) sup рфИ#) ld#<«>.

2) Функции фя все четные и 
|фх(а:)^=1, ^=1,2,... .
п

3) При любом б>0 справедливо равенство 
lim J lф^(^)l^=0 
^^ П\{|х|<б}

и при некотором целом Z>1
lim }NBn f 1яР1фИя) ld#=0, 
^°° П

причем при к<1
J xk^N(x)dx=Q. 
п

4) При любом б>0 справедливо равенство

lim sup I lф^(x— К) — фДя) 1^=0. 
N->oo ^«бЯ-1 ц

5) Существует последовательность чисел BN, N=i, 2,..., 0<#№^1, 
Bn-^0, /VBn—^оо такая, что

sup ВЛ|фДя) |<~ X, N
и существует предел

Л=2лИт5я ф^(^)^<°о. 
^~ п

Приведем пример последовательности ф^(я), удовлетворяющей пере­
численным выше свойствам. Пусть 0<BN^i, ВЛ->0, NBn-+™ и пусть 
ф(я) — некоторая ограниченная на П функция, такая, что §ф(х)^т=1.

п
Будем считать, что для некоторого Z>0 выполняется

жГ»о,
причем при к^1

J xk(^(x)dx=0. 
п

Пусть
( Вх~'<р(В1Г1х), кКлВ.у
I 0, лВу<иКл
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в таком случае ^ удовлетворяет условиям 1)—5), при этом

А=2л j ф2 (я) dx.
п

Случайный процесс X(t) называется удовлетворяющим условию пере­
мешивания по Розенблатту, если

а(т) = sup ^(В^-Р^Р^В^-^, 
tt By. В2 Т-+оо

где B^^l-J, #2^91+°«* , ^' — о-алгебра, порожденная случайными величи­
нами Х(0, k^t^l. Мы будем предполагать, что имеет место неравенство

а(т)^^е"^, ^>0, £>0. (3)

Если процесс Х(£) имеет абсолютные моменты до n-го порядка вклю­
чительно, то существуют смешанные семиинварианты 5П(^1,..., tn) и оп­
ределяются следующим образом:

1 дп
Sn(ti,..., £„) = —--------- -—InM exp{iaiX(ii)+.. .+ia„X(i„)}lai=...=an=0«

in да!... дап
Спектральную плотность az-го порядка, если она существует, определим из 
равенства

п

Sn (ti, ...,tn)= J/„(Xj... M exp / г л|б' (М+.. .+Xn) dl,
Пп к=1

где
ОО

6*(^) = 6(z+2fcn),
Й= —ОО

6(я) - дельта-функция Дирака. Заметим, что /2(М, Х2) как функция одно­
го переменного на прямой Xi+Z2—0 является обычной спектральной плот­
ностью стационарного процесса X (0 •

Обозначим
[ 1, #=0 (mod 2л) 

^(^^ 1 п ,
I 0 в остальных случаях 

тогда справедлива следующая
Теорема. Пусть для стационарного процесса X(t) существуют все 

моменты и выполняется условие перемешивания (3). Пусть функции 
ф(х), фдг(я) удовлетворяют перечисленным выше свойствам, тогда опреде­
лены все нижеследующие выражения и справедливы следующие утверж­
дения',

1. Случайная величина
0(4 (ф)-Л (ф))

асимптотически нормальна со средним 0 и дисперсией

о2=2л | J ф (ж) <р (р) Л (ж, —ж, у, —у) dx dy +
П2

+ j<pW [фМ+фН) ]f2(x)dxj. 

п

2. Конечномерные распределения процесса

УладЖ-Ж)]. ^п
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сходятся по распределению к соответствующим распределениям гауссов­
ского случайного процесса ^(Х) со средним 0 и вторыми моментами

Л/g (М £ (Л2) = [ ц (Х-Х2) +ц (Х^^) ] А/2 ао.
Доказательство теоремы основано на использовании результа­

тов работы (5) о спектральных плотностях в условиях перемешивания по 
Розенблатту, а также на использовании результатов статьи первого из ав­
торов, которая будет опубликована в журнале «Литовский математический 
сборник». Доказательство проводится методом моментов.

Аналогичные результаты об асимптотической нормальности спек­
тральных оценок (1), (2) были получены в работе С). При этом в качест­
ве основного использовалось следующее условие. Пусть для каждого / = 
= 1,..., n—1 при всех п=2, 3,... справедливо

У, I tjSn (г», л,..., «„-О I <°°, (4)

где сумма берется по всем упорядоченным наборам П • • • > tn-^ целых 
чисел t^ при этом считаем ^о=О. Используя результаты работы (5), усло­
вия (4) можно вывести из условия перемешивания (3). Этим самым в ус­
ловиях (3) будет доказана применимость всех результатов работы (1).
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