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1°. Сначала приведем некоторые обозначения и понятия. Действующий, 
в Lp(r) при Кр<+<» полный бисингулярный оператор (п.б.о.) с ядрами 
Коши
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где «=(«0, «1, «2, «12), Га —замкнутый контур Ляпунова, охватывающий 
точку плоскости zA=0, Г=Г1ХГ2, функции а^Н, /=0, 1, 2, 12, удовлетво­
ряют условию Гёль дера по совокупности переменных, представим в 
виде С)

Sa==^a+ua+v^+Wa; (2)

здесь 5а=й0/+а151+й252+й12512 — характеристический бисингулярный опе­
ратор, где

«j(Zi,Z2)=«jlT1=/1)T2=^ ^ = — (Th-^'^lt,^,^

j=0, 1, 2, 12, №1, Z=l, 2;
/ — тождественный оператор и S12=SlS2=S2Si; Ua=SlU2a+UiaS2, Va=^ 
=Via+F2a и ^“ — соответственно смешанная, псевдорегулярная и регуляр­
ная части оператора (1), в которых ядра

Ща= («121 т; =it —«12) /яг ( Ха—Za), vka= (ak—dh) /яг( xk—th)
одномерных интегральных операторов Uha и Vka слабо полярны относи­
тельно Xk—tk и удовлетворяют по параметру th l^k, I, k=i, 2, условию- 
Гёльдера, а ядро wa оператора Wa слабополярно по Ti—Zi и т2—Z2.

Обратно, каждому оператору (2) соответствует оператор (1) с коэф­
фициентами

«о=«о, ak=dk+ni(Tk—tk)vha, k=i, 2, 
а12=а12+я1[ (х4—Z^щ“+ (т2—£2) ^l-^f'T-fi) (т2—/г) «А

Через sP(H) и ?Р(Я) обозначим минимальные банаховы алгебры опе­
раторов, действующих в £Р(Г), содержащих все операторы вида Sa и 
5“—5“, а через ^р(Ю, рр(Я), wP(H), ^Pk(H) множества операторов вида

I+Ua+Va+Wa, I+Va+Wa, I+Wa, F^IA-S^J^  ̂
№1, k, Z=l, 2.

Будем говорить, что оператор Sa имеет нормальную характеристиче­
скую часть, если четыре функции

Ща,/)^, t2)=dQ+kd^d2+kldi2, k2=l2=l,

1Ф



•которые назовем ц-символом (ср. (2)) оператора Sa, не обращаются ь нуль 
на Г. Множество таких операторов обозначим через spN(H).

о-Символом оператора Sa назовем (см. (3)) две пары однопараметриче- 
ских (с параметром ^) семейств полных сингулярных операторов

(До±&) 1+ (dh±ai2) Sk+V^^ №1, к, 1=1, 2. (3)

Договоримся о-символ называть обратимым справа (слева), если об­
ратимы справа (слева) все входящие в (3) операторы.

2°. Вопрос о регуляризации оператора Sa с помощью композиции его с 
аналогичным оператором Sb впервые изучался в работе автора (*). Сущест­
венный вклад в теорию таких операторов сделан в работах (3, 4) И. Б. Си­
моненко, опирающихся на им же разработанный локальный метод иссле­
дования линейных операторов (5, 6). В работах (4) и (3) в терминах 
p-символа и a-символа были сформулированы необходимые и достаточные 
условия нётеровости соответственно операторов Sa и Sa, действующих в 
L2(T), где Г —тор. Впоследствии результаты И. Б. Симоненко были обоб­
щены В. С. Пилиди (7, 8) на операторы Sa и Sa, действующие в ЯР(Г). 
Далее, индекс нётерова оператора Sa вычислен в (9) (см. еще (10)), а ре- 
туляризатор нётерова оператора Sa найден в (и).

Работы (3, 8) позволили автору переосмыслить результаты, полученные 
им в (4), и дополнить исследования этих работ в следующем направлении. 
Элементарными методами статьи (4) дано поэтапное построение односто­
ронних регуляризаторов оператора Sa из spN{H), использующее односто­
роннюю обратимость четырех однопараметрических семейств операторов 
вида l+V^, более простых, чем входящие в о-символ операторы (3). 
С этой целью в п. 3° (4°) на первом (втором) этапе построением антиха- 
рактеризатора (одностороннего псевдорегуляризатора) получен оператор 
из ^Р(Я) (рр(Я)), а затем в п. 5° —на третьем этапе — собственно одно­
сторонний регуляризатор. Если нельзя найти односторонний регуляриза- 
тор, то, учитывая некоторые условия, достигнутые (см., например, (12”14)) 
при изучении операторов из рр(Я), можно ограничиться вторым этапом — 
нахождением одностороннего псевдорегуляризатора.

3°. Прежде всего отметим леммы, вытекающие непосредственно из фор­
мул композиции и первой части теоремы 1, приведенных в (4).

Лемма 1. Имеют место равенства

И (S*sb) =ц (5а) Ф (5Ь) =ц (Л . р(№),

Q{Sasb}=o^YQ{SbY 'l^sb=^s*,

.где произведение символов надо понимать как покомпонентное.
Лемма 2. Множества spN(Н),^Р(Н), рР(И), &Р(Н) и ^Pk(H) явля­

ются группами относительно композиции операторов. Фактор-алгебра 
зр(Н)/^р(Н) и множество spN (Н)/^Р(Н) коммутативны относительно пря­
мого произведения операторов, определяемого естественным образом: SaX 

XSb=SaSb, где Sa — представитель класса {Sa}=Sa+^p(H).
Лемма 3. Для всякого п.б.о. Sa из spN(H) существует единственным 

образом определяемый антихарактеризатор, т. е. оператор Sb такой, что 
SbSa и SaSb принадлежат ^(Н). Коэффициенты Sb определяются по фор­
мулам

bo=(X(i, 1), &4=а(—1,1), b2=0C(it -1), bi2=0C(^-i, -о,

где

^а^^а^'^кщ-^^^^^^^ k2=l2=l.
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Лемма 4. Если Sb — антихарактеризатор для Sa, то имеют место ра­
венства вида

S^^F^+W^F^F^+W^ SbSa=FfF2d+W'=F^

В частности, если Sa — нётеров оператор, то {ср. (9))
Ind 5a+Ind 5Mnd Wind ZV=Ind Wind F2d.

Заметим, что если характеристические части операторов о-символа 
оператора Sa обратимы слева (справа), то Sa допускает представление 
вида (ср. (9)):

$а=$ау+иЬ+у^ ^Sa^^J+Uc+V^Sa+Wcy

4°. Оператор Sb называется (15) левым (правым) регуляризатором опе­
ратора 8°, если Sr=SbSa (Sr=SaSb), принадлежит wp(H). Чтобы Sb был 
левым (правым) регуляризатором оператора 8а из ^Р(Н), необходимо и 
достаточно, чтобы (4) ukr=vkr=0, к=1, 2. В операторной форме эти усло­
вия для оператора ^5a (SaSb) можно записать так:

VkbAk+UkbBk=Hk, ( (AkVkb+BhUkb=Hh\
Н L &=1,2, (4)

VhbBk+UkbAk=Gk \ I BkVkb+AkUkb=Gk / ’

где
Ak=aQl-VakSk-\-Vk, Bk=aiI+ai2Sh+Uk, к=£1, к, Z=l, 2,

а ядра операторов Нк и Gk обладают теми же свойствами (см. 1°), что и 
ядра Uh и vk, и выражаются через коэффициенты оператора Sa из sPN (Н) 
и коэффициенты его антихарактеризатора 8Ь.

Непосредственно из (4) и теоремы 3 работы (4) вытекает.
Теорема 1. Если a-символ оператора 8а из spN(H) обратим справа 

(слева), то оператор 5° имеет левый (правый) регуляризатор Sb, принад­
лежащий spN(H), и, следовательно, является Ф+(Ф_)-оператором (15).

Если п.б.о. не имеет односторонних регуляризаторов, то возрастает 
роль частичных регуляризаторов (и) и псевдорегуляризаторов. Оператор 
Rk (П?) назовем левым или правым /с-регуляризатором (/с-псевдорегуля- 
ризатором) если оператор Sr=RbSa (^^П^) или Sr=SaRk (5Г=5ЬП/) 
таков, что rk=ri2=Uir=Vir=0 (rh=rl2=Uir=0), к=£1, к, Z=l, 2.

Оператор Пь назовем левым (правым) псевдорегуляризатором для Sa, 
если Пь8а (5аПь) из рр (Н).

В силу леммы 3 для построения односторонних регуляризаторов (псев­
дорегуляризаторов) операторов из spN(H) достаточно овладеть техникой 
нахождения их для операторов из ^Р(Н). В силу леммы 4 оператор Fc из 
^Р(Н) имеет левый или правый регуляризатор I+U^+V^ (псевдорегуляри- 
затор /+UV) тогда и только тогда, когда он имеет соответственно левые 
или правые регуляризаторы вида R^^I+ShU^+V^ (псевдорегуляризаторы 
вида tlk^I+SkUi?), k^l, к, Z=l, 2. В этом случае в качестве регуляризато- 
ра (псевдорегуляризатора) можно взять любой из операторов RiVR2v и 
R^R^ (IVTV и ШШ/). Достаточные условия существования частичных 
регуляризаторов (псевдорегуляризаторов) для оператора Fc содержатся в 
теореме 2 работы С), а также могут быть найдены из соответствующих 
равенств вида (4).

5°. В результате имеет место основная
Теорема 2. Пусть Sb — антихарактеризатор п.б.о. Sa из spN(H) и 

Fe=SbSa (Fd=SaSb).
1. Если при всех значениях параметра tk^Tk, к=1, 2, обратимы справа 

(слева) операторы I+Vf (I+Vd), Z=l, 2 и l^k, со слабо полярными ядра­
ми относительно Xi — ti, то оператор Sa имеет левый (правый) псевдорегу-
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ляризатор
п?= (I+S^+U^s^ Sb (ПЯЬ=5Ь(I+SlU2b+UlbS2)), 

где
U^-U^I+V^)-' (Uh*=-(I+Vkd)-'Uhd), k=i,2.

2. Далее, если помимо этого, при всех значениях параметра ^еГ^ 
k=i, 2, обратимы справа (слева) операторы

H-V^I+V^^^ 

(I+V^U-W)^^ 1^к, /=1, 2,

со слабо полярными ядрами относительно Xi — th то оператор Sa имеет ле­
вый (правый) регуляризатор

R^I+S^I+V^) U^+^+V^) U?S2+V*+V*]Sb

(Rnb=tf[I+SiU2t ^I+V^ +U^I+V^ S2+Vv+V^, 
где

Vh*=-Vkd(I+V^ (FJ=_(Z+TV)-%C), k^ 2

Сделаем еще два замечания. 1) Если частичные А-регуляризаторы 
R^^+V^^+S.U^S^, R^^S^I+SJJ^^I+V^, &=1, 2, 

двусторонние, то оператор Sa имеет (и) двусторонние регуляризаторы 
вида

Rot+R^-RJ^^ R^+R^-RJSm^. (5)

2) Оператор П^+Пг5—П^^Ш6, построенный аналогично (5) по дву­
сторонним А-псевдорегуляризаторам, вообще говоря, не будет двусторон­
ним псевдорегуляризатором для Sa.

Автор признателен И. Б. Симоненко за полезное обсуждение работы.
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