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1. В 1968 г. Э. Б. Винберг поставил следующую задачу. Пусть L — 
полупростая группа Ли л Р — ее параболическая подгруппа. Найти все 
подгруппы G^L, действующие локально транзитивно на флаговом много­
образии Q=L/P, и их открытые орбиты в Q. Эти орбиты называются L-од- 
нородными областями в Q. В работе С) найдены все L-однородные обла­
сти в Q в случае, когда L=SO(1, тг), а в работе (2) содержится класси­
фикация всех связных подгрупп в SO(1, п), локально транзитивных на Q. 
В настоящей статье эти результаты обобщаются на случай, когда L — 
группа движений произвольного некомпактного симметрического римано­
ва пространства ранга 1. На возможность и полезность такого обобщения 
автору указал Д. В. Алексеевский.

2. Всюду дальше М — п-мерное гиперболическое пространство Hn(F) 
над алгеброй F=R (вещественные числа), С (комплексные числа), Н 
(квартернионы) или О (октавы), причем если F=O, то п=2; соответ­
ственно L=SO(1, п), SU(1, п), Sp(l, п) или Fi(-2o)j ^ — максимальная 
компактная подгруппа ъ L, a Р — единственная с точностью до сопря­
женности параболическая подгруппа в L. Алгебры Ли групп, обозначен­
ных заглавными латинскими буквами, обозначаются соответствующими 
строчными готическими буквами.

3. Подмножество Г^ (G) ={л:еЗВ| dim G(x) <dim Ш1} в ® назовем мно­
жеством интранзитивности группы Ли G преобразований связного много­
образия Зй. Всякая L-однородная область в Q совпадает с компонентой 
связности множества Q\Fq(G), где G — некоторая подгруппа в L. Поэто­
му классификация L-однородных областей в Q сводится к нахождению 
множеств интранзитивности всевозможных подгрупп группы L.

4. Напомним конструкцию компактификации Ф. И. Карпелевича про­
странства М и ее основные свойства (см. (3, 4)). Две направленные геоде­
зические 7=7(0 и 6=6(0 (здесь и далее t, так же как и т,— длина дуги) 
в М называются асимптотическими, если расстояние между точками 7(0 
и 6(0 ограничено при ^>0. Асимптотичность является отношением экви­
валентности и разбивает множество всех направленных геодезических на 
классы эквивалентности, которые называются к-пучками. Стационарная 
подгруппа Pq=P к-пучка q является параболической подгруппой в L, и, 
следовательно, пространство Q можно отождествить с множеством к-пуч- 
ков пространства М. Группа Pq действует транзитивно на множестве гео­
дезических, входящих в к-пучок q. Через каждую точку пространства М 
проходит единственная геодезическая, принадлежащая к-пучку q.

5. Всякая редуктивная подалгебра ^4 сопряжена относительно груп­
пы AdL подалгебре й, допускающей разложение д=0ПНдПш, где l=t+m — 
разложение Картана алгебры Ли I. (Эта теорема доказана Карпелевичем 
в работе (5) в предположении, что подалгебра gt полупроста, однако при­
веденное там доказательство легко переносится на случай любой редук- 
тивной подалгебры.) Из этой теоремы следует, во-первых, что всякая ре­
дуктивная подгруппа группы L имеет в М вполне геодезическую орбиту 
(см. (5)), и во-вторых, что если редуктивная подгруппа в L действует
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транзитивно на М, то она совпадает с L и, следовательно, действует тран­
зитивно на Q (если dimtf>l).

6. Если y(i) — геодезическая, не принадлежащая к-пучку q, и 7«(т) — 
такая геодезическая из q, что 7ДО) =7(0? то

lim (у(0, уДО))=—1. (1)
t-+ ОО

Пусть М' — вполне геодезическое подмногообразие в М, дМ' — множе­
ство тех к-пучков, которые содержат геодезические, лежащие в М', q^Q\ 
\дМ', ^(т) — такая геодезическая из q, что 7^(0) =т^М\ и Xmq — орто­
гональная проекция вектора ут (0) на касательное пространство к М' в 
точке т. Из (1) вытекает, что во всех точках сферы достаточно большого 
радиуса векторное поле Xq направлено «вовнутрь» этой сферы. Отсюда и 
из простых топологических соображений следует, что векторное поле Xqr 
будучи непрерывным (4), обращается в нуль в некоторой точке ^(q)^M'. 
Эта точка является основанием единственного перпендикуляра, опущен­
ного из точки q^Q на М'. Построенное таким образом отображение ц: 
Q\dM7-+M' перестановочно со всяким движением из L, сохраняющим М'.

7. Через 7“ мы будем обозначать направленную геодезическую, полу­
чающуюся из геодезической 7 изменением направления, т. е. 7“(0 =7(~0* 
Для любых двух несовпадающих к-пучков q{, qz^Q найдется единственная 
геодезическая 7^71, такая что 7"^^2 (4).

8. Из п. 5 и 6 следует, что всякая редуктивная подгруппа в Pq сохраняет 
некоторую геодезическую из q.

9. Пусть геодезическая 7(£)=Ехр£У, Уеш, содержится в к-пучке q.. 
Обозначим через Kv централизатор вектора Y ъ К, через А — однопара­
метрическую подгруппу параллельных сдвигов пространства М вдоль 
геодезической 7, а через q~ — к-пучок, содержащий геодезическую 7". 
Из п. 4 и 8 следует, что Pq=KvAN, где X — унипотентный радикал груп­
пы Pq. При этом группа S=KyA не содержит унипотентных элементов. 
Отсюда и из п. 4 и 7 вытекает, что группа N действует просто транзитив­
но на ^\{д}, т. е. отображение ср: N—^2\{#}, задаваемое формулой 
ф(^) =^(^”), является диффеоморфизмом. Легко видеть, что если ж, n^Nr 
s^S и g=sn^Pq, то формула g(x)=snxs~i определяет такое действие* 
группы Pq на А, что g(cpW)=(p(gW) при всех g^Pq и x^N. Поэтому 
если G^Pq, то

гс(С)=Ш<р(ГИ£))- (2)
,10 . Из свойств корневого разложения группы L относительно макси­

мального расщепимого над R тора A^L (см. (6,7)) вытекает, что алгебра 
Ли П разлагается в прямую сумму корневых подпространств Па и п2а, каж­
дое из которых инвариантно относительно группы Ado 5, причем

[п,п]=п2а, [п,п2а]=0. (3)
Линейную группу, определяемую действием группы Ку на Па, обозначим 
через х.

И Определение. Пусть X — группа линейных преобразований ли­
нейного пространства V. Собственное линейное подпространство W^V 
называется Х-упакованным, если подгруппа преобразований из X, со­
храняющих W, действует транзитивно на сфере в пространстве У/Ж или 
если dim У/1^=1. Собственное вполне геодезическое подмногообразие 
М^^Ехрм') в М^ где ш'сщ, g^L, называется упакованным, если 
ш' — Adi ^-упакованное подпространство в ш.

12. Лемма. Если подгруппа G^Pq действует локально транзитивно, 
но не транзитивно на N, то I\(G)=£exp (i)+n2a), где Ъ — к-упакованное 
подпространство в na, a x^N.

Доказательство. Нетрудно показать, что У(С)=У(С), где G — 
замыкание по Зарисскому группы G в Pq. Поэтому можно считать, что G — 
алгебраическая группа и, следовательно, допускает разложение Леви
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<G=SiNi. Так как группа Pq/N^S не содержит унипотентных элементов 
(п.9), то N^N. Унипотентная подгруппа Nt, будучи алгебраической, свя 

зна, и, значит, 2V1=exp П1ж Из п. 8 следует, что x~iSix^S при некотором 
x^N. Легко видеть, что ^(G)^^^"1^). Ограничение указанного в 
п. 9 действия группы Pq на N на подгруппу x^SiX^Pq состоит из авто­
морфизмов группы N, переставляющих между собой правые смежные 
классы группы N по подгруппе x^NiX. Из локальной транзитивности 
группы x~lGx на N следует локальная транзитивность группы x^S^x на 
фактор-пространстве (x~iNlx)\N и группы Adb (я-1#!#) на в/(Ad^-^np 
Так как размерность максимальной компактной подгруппы в Si не меньше 
dim 51—1, то отсюда следует, что группа Adb (л:"1^) неприводима в 
п/(Ad^-1)П1. Следовательно, либо [n, n]c=(Adr1)n1 либо (Adr1)!!^ 
+ tn^ п]=П. Из соотношений (3) вытекает, что в обоих случаях 
(Adr‘)np[n, n]=n2a, т. е. Bj —идеал в п. Таким образом, ^ — нормаль­
ный делитель в N, инвариантный относительно группы автоморфизмов 
х~{81Х, причем ^(^“^^^"‘(Гдг/х^г1^)), где л: N^N/Ni — есте­
ственная проекция; п^НИга, где V — некоторое подпространство в Па; 
группа N/Ni изоморфна векторной группе, на которой группа x^SiX дей­
ствует конформными преобразованиями. Из локальной транзитивности 
действия группы x~lSiX на N/Ni следует, что X) — х-упакованное подпро­
странство в Па и что Г;у / Л1 (х-^^) ={е}. Окончательно получаем

^(G) ^Гд^Г^л:) =^-1 (TN / K1(r1Si^)) =

=^"‘ ( {е}) =xNi=x exp (Hn2a).

Лемма доказана.
13. Теорема 1. Подмножество Гс(2 тогда и только тогда является 

множеством интранзитивности некоторой локально транзитивной, но не 
транзитивной на Q подгруппы группы L, когда либо а) Г={д}, либо 
б) r={^}U(p(^exp(Hn2a)), где q^Q, Ъ — к-упакованное подпространство 
в na и x^N, либо в) F=dM\ где М' — упакованное вполне геодезическое 
подмногообразие в М.

Доказательство. Пусть NG — унипотентный радикал алгебраиче­
ской подгруппы G^L. Группа NG, будучи разрешимой, содержится в неко­
торой параболической подгруппе P=Pq группы L, где q^Q. Если G^Pq. 
то в силу соотношения (2) и леммы группа G действует локально транзи­
тивно на Q тогда и только тогда, когда имеет место один из случаев а) 
или б). Допустим, что G^Pq, т. е. gq^q при некотором g^G. Согласно п. 7 
существует единственная геодезическая q^q такая, что q~^gq. Так как 
^G(q)=q и NG(gq) =gq, то NG(q)=4, откуда следует, что NG={e}, т. е. что 
группа G редуктивна. В силу п. 4 можно считать, что группа G сохраняет 
некоторое собственное вполне геодезическое подмногообразие М^М. Оче­
видно, что WcFq(G) и что группа G тогда и только тогда действует ло­
кально транзитивно на Q, когда стационарная подгруппа Gx точки х^М' 
в G действует локально транзитивно на слое ц"1^) отображения ц: Q\ 
\дМ'-+М', построенного в п. 6, или, что то же самое, когда М' — упако­
ванное вполне геодезическое подмногообразие в М. При выполнении этого 
условия rQ(G)=dM'. Теорема 1 доказана.

14. Если M=Hn(F), где F=R, С или Н, то соответственно х=0(п-1), 
и(п—Г) или Sp(l)XSp(n—1). В этом случае na=F®fln-1, а х-упакован- 
ные подпространства в na — это ортогональные дополнения в na к под­
пространствам вида Р'®ЮГ, где F' — любая подалгебра в F, а Wr — произ­
вольное чисто вещественное подпространство в na размерности г^п—2. 
(Подпространство W^F^R”-1 называется чисто вещественным, если 
wn/tv={0} при всех /^F\R. Здесь действие F на F^R’1-1 определяется 
формулой f(f®y) = (ff')®y при f,f^F, y^R”"1). Если М=Н2(О), то 
x=Spin(7) и можно показать, что собственное подпространство i)cna 
тогда и только тогда является х-упакованным, когда dim^3.
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Упакованные вполне геодезические подмногообразия в Hn(F) — это- 
Нг^), 0^г<п, и (при F^R) Hn(F), где C=R, Н=С и О=Н.

Замечание. Пересечение классов б) и в) подмножеств Г<=2, ука­
занных в формулировке теоремы 1, непусто и не совпадает ни с одним из 
этих классов. Оно состоит из подмножеств вида 5Яг+1 (F) ={g} Ucp(ехр(п2а+ 
+F&M), О^г^п-2.

15. Дадим теперь описание всех связных подгрупп в L, действующих 
локально транзитивно на Q. Пусть U — произвольная подалгебра в L, г — 
ее центр, b — максимальный полупростой идеал в u, Ьо — централизатор 
алгебры Ли U в Па; h и М — соответственно такие подпространства в Ьо 
и Г, что dim^dim^dimt, I)—^-инвариантное дополнение к th в Паг 
3 —такое подпространство в м+Ь1, что dim$=dimM, ЗЙМ^ГФ^ {0}, и т0 — 
произвольное подпространство в т, дополнительное к М- Подалгебру 
Нга+Ь+Ь+То+З назовем подалгеброй Малышева в tv+n (ср. (2),. 
стр. 637). _

Теорема 2. Пусть подалгебра 0^1 действует локально транзитивно 
на Q. Если Q — редуктивная алгебра Ли, то 0=Adg(lz+t), где g^L, Iz= 
=т/+[ш/, mz] — алгебра Ли полной группы движений упакованного впол­
не геодезического подмногообразия Afz=Exp m^M, at — такая подалгебра 
централизатора алгебры Ли V в t, что действие алгебры Ли [mz, mz]+f в 
пространстве ш/ш' транзитивно на сфере.

Если 0 — нередуктивная алгебра Ли, то Q^q=}) при некоторой q^Q. 
Если при этом g^ty+n, то ^ — некоторая подалгебра Малышева в tY+n.

Если же J^fy+n, то 8=Ай^(50+П1+п2а), где x^N, х^—и-упакованное 
подпространство в па, а^^ — подалгебра в %, нормализующая Bi и действую­
щая локально транзитивно на Па/Пр

Доказательство теоремы 2 в случае, когда 0 — редуктивная 
алгебра Ли, легко следует из п. 4 и 6, а в случае, когда алгебра Ли 0 нере- 
дуктивна, оно может быть получено из результатов работы (2).

Автор благодарит Э. Б. Винберга за внимание к работе и за ряд полез­
ных советов и замечаний.
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