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Впервые задача о стационарном движении капли в вязкой несжимае­
мой жидкости была рассмотрена Адамаром и Рыбчинским (*), которые 
показали, что если в качестве уравнений движения взять уравнения Сток­
са, то решением задачи является сферическая капля радиуса а, причем а 
связано со значениями кинематической вязкости внутри и v2 вне капли, 
плотностей pi внутри и р2 вне капли со скоростью аД капли как целого 
соотношением

, _ 2a2g(pi~р2) (v2p2+viPi) 
3v2p2 (2v2p2+3*Vipi) 

(g — ускорение силы тяжести).
В настоящей работе исследуются вопросы существования, единственно­

сти и гладкости решения задачи о стационарном движении вязкой несжи­
маемой капли в потоке вязкой несжимаемой жидкости, когда в качестве 
основных уравнений движения берется полная нелинейная система 
Навье — Стокса. Если взять систему координат, в которой капля как це­
лое покоится, и выбрать в качестве безразмерных переменных координаты 
х=х'1а\ скорости u=u'a/v12; давление pi=p'a (piv?) (л/, и', р' — соответ­
ствующие размерные величины, причем индексом 1=1 обозначены значе­
ния внутри капли, а 1=2 вне ее), то уравнения движения примут вид: 

внутри капли (xeQj)
(u, V)u—Au+V ^Pi ga3xi )=°;

х (и, 0)и—цАи+xV

(1)

(2)

(3)

(4)

вне ее (®eQ2=7?3\Q1, И3 — трехмерное эвклидово пространство)

, g^x, \ р2 v2
Рг +-----— I =0, X =---- , Ц=Х---- .

V/ / р£ Vi
К ним присоединяется уравнение неразрывности

div u=0.
На замкнутой границе капли Г должны выполняться условия:
неразрывности касательных составляющих скоростей и непротекания

[п-т]|г=0; (5)
и-п|г=0; (6)

равенства нулю разности касательных напряжений

[т-о-п]|г=0 (7)
и равенство скачка нормальных напряжений капиллярному давлению 

[п о п] |г=—We_I + ржДпк
\ /?2 /

(8)
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(9)

При удалении от капли поток устанавливается, т. е.
■ В» (L

Ulx^-oo -----------------1.

В (2) — (9) через i обозначен орт по оси xt, т, и — единичные векторы, 
касательный и нормальный к Г (п направлен внутрь Q,), о —тензор, по­
лученный из тензора напряжений, а именно:

—gl6ij+2ey, .
(10)

Rk=aRt!, Rr.' — радиусы главных кривизн к Г, число Вебера We =------- ;уа 
a2p!g(%—1)

р=-----------------ч>0, — коэффициент поверхностного натяжения, [д] = 

—Qi—q2, где qt и q2 — предельные значения функции q на Г при стремле­
нии к Г изнутри и извне капли.

Подлежит определению форма капли — поверхность Г и скорости и дав­
ления внутри и вне капли.

Исследование данной задачи, подобно задачам со свободной границей 
в идеальной и вязкой жидкости ((2,3) и др.) разбивается на две части. 
Сначала исследуется вспомогательная задача, в которой граница Г извест­
на (ГеС'3+а, а>0), уравнение (8) отбрасывается, а в правых частях ра­
венств (2) — (6) нуль заменяется соответственно на функции f(1), f(2>, ср(1),
Ф(2)=(Ф1<2) , фг<2)), ф(3>(я). После рассмотрения этой задачи, используя

условия (8), доказывается существование и гладкость основной задачи.
Лемма 1. Пусть ГеС3+“, f</,eC'a(Qi), ф(1)еС1+“(й4), ф(2)еС2+“(Г), 

ф(3)еС2+“(Г), ф(4)еС1+“(Г), i—i, 2; а>0; функции f(i) и <р(1) обращаются 
в ноль вне шара КГ(1 достаточно большого радиуса г0>1 и

У<р(1Ш = J ф(3Чж, г=1,2. (И)
Г

Пусть, кроме того,

1=С>
т~ 1

Bm+F <1,

где

F = У, {|f(i) |а,0,.+ |<р(1) 11+а>й;} + iф‘2> |2+а.г+ |ф<3> |2+а.г+ |ф<4) 14+а,г; 

в_ ga3 р+1
3V2V1 2ц+3 ’

(12)

(13)

(14)

c!=const определяется константами из теорем вложения, |ф|?+а,, —нор­
ма в пространстве Гёлъдера С'+к(£2,).

Тогда решение вспомогательной задачи u(«), Vp(x) существует, един­
ственно, причем и^С(R3), иеС2+а(&г), VpeC'1+“(£2!), z=l, 2, и справедливы 
неравенства

(15)
2 б

втЫСс2 1х—ll+F+У/ , ( 1и|2+а,я ; +1 Vpl 14-а,0 f ) + max
*2== 1
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где постоянная с2 зависит лишь от константы в теоремах вложения, вели­
чины г0 и оценок для ГеС3+“. Скорость и (ж) при удалении от капли стре­
мится к предельному значению и- и при этом

и=и<Х1+Ф-Я(я:)+о(|я:|~72+е) =и00+о (| х | “ *), (16)

где Н(х) — тензор, связанный с линеаризованной по. Озеену системой 
(2) — (4), (9), Ф — сила, с которой поток действует на каплю.

Доказательство теоремы проводится в несколько этапов. Сначала 
аналогично (4,5) доказывается существование обобщенного решения зада­
чи. Далее, следуя (4), устанавливается его гладкость в строго ограниченных 
подобластях Q/czQ,-. Это позволяет, фиксировав значение решения на сфере 
Sr„ рассмотреть задачу как задачу на обтекание шара, откуда следует, со­
гласно (е), справедливость асимптотики вида (16). Суммируемость с квад­
ратом производных второго порядка вблизи поверхности Г доказывается 
аналогично (5,6). Кроме того показывается, что при выполнении усло­
вий (12) решение единственно. Дальнейшее исследование гладкости и 
получение априорных оценок (15) основывается на том, что линеаризован­
ная система Навье — Стокса (2) — (3), (4) является эллиптической по 
Дуглису — Ниренбергу (®), а условия (5) — (7); как следует из непосред­
ственной проверки, удовлетворяют условию дополнительности (7). Это 
позволяет установить нужные оценки для линеаризованной вспомогатель­
ной задачи. Далее, присоединяя в уравнениях Навье — Стокса пелинейпые 
члены к массовым силам и рассматривая систему как линейную с новыми 
массовыми силами, путем последовательного использования гладкости ре­
шений линеаризованной задачи и соответствующих теорем вложения, 
устанавливается необходимая гладкость решения всей нелинейной задачи 
и оценки (15).

После рассмотрения вспомогательной задачи решение основной задачи 
можно свести к исследованию разрешимости уравнения (8). Давление во 
вспомогательной задаче определяется с точностью до постоянной. При рас­
смотрении основной задачи фиксируем его, полагая значение в начале 
координат равным значению давления в центре капли в задаче Адамара — 
Рыбчинского и q-^-О при х—>°°. Рассмотрим уравнение (8). Перепишем его 
в виде

2?1+7?2-2+₽a:1inlr=2+[nan]lrWe +
i = l

(Яг-1)2 J
о

(1-02
(^+(1-о у

dt.

Введем сферическую систему координат г, 0, <р и учтем, что уравнения 
(2) — (9) осесимметричны, т. е. не зависят от угла <р. Далее, обозначив 
£(0)=г(0)—1, где г=г(0) — уравнение поверхности Г, р(0) и о(0) — давле­
ние и тензор (10), соответствующий решению Адамара — Рыбчинского, 
п(0) — единичный орт радиуса-вектора, исходящего из начала координат, 
преобразуем уравнение к виду

id dt (17)
=.. ■ -r-^sin 0 + 2£-££ cos 0 =■ We ([n o n] - [n'0) -о"” nw ]) +if (£),

sm 0 h0 dQ 

где через ф(О обозначены члены выше первого порядка малости по 
Число %=0 является простым собственным числом оператора Lo; для L? 
с малым [3 ему соответствует простое собственное число являющееся 
аналитической функцией (3, имеющей вид (10) X₽~c[J2+o([}3), с=сопз1"/=0.

Обратив L°, получим

?=^-‘{We ([n-o-nl-tn^W^-n^+W)}^-1^- (18)
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(19)

Далее доказывается, что при выполнении условий

т=1

О<0<1;
с4 -^-lx-11+Я4') <1

(20)

(21)

уравнение (18) имеет единственное решение в некотором шаре Z)e прост­
ранства С3+“ радиуса 6, где б>0 — достаточно малая величина. При дока­
зательстве используются свойства и априорные оценки для вспомогатель­
ной задачи, устанавливаемые леммой 1. Таким образом, выводится

Теорема. Пусть выполнены условия (19) — (21); тогда задача 
(2) — (9) с постоянными на давления, определенными выше, имеет един­
ственное решение, причем

н(а;)еС2+а(Йг)ПС(Я3), р (ж) еС1+а (Йг), ГеС3+“, а>0,

и для и(х) справедлива асимптотика (16) прих-+°°.
Для уменьшения громоздкости изложения все рассуждения здесь велись 

в предположении отсутствия массовых сил (кроме силы тяжести) и одно­
родных краевых условий. Однако доказанная теорема непосредственно 
обобщается и на случай наличия других массовых сил f и неоднородности 
в уравнениях (4) — (8). Для этого достаточно, чтобы выполнялись требо­
вания (11) — (14), а в выражениях (19) — (21) вместо J стояла величи­
на /из (12).

Автор выражает благодарность О. А. Ладыженской за внимание к на­
стоящей работе.
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